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Kulik, $.: Parabolische Formel der Iteration für die Berechnung der Wurzeln einer 
Gleichung. J. Cycle math. 1, 83—88 u. dtsch. Zusammenfassung 88 (1931) [Ukrainisch]. 


Beaver, R. A.: Vanishing aggregates of determinants and their relationships. Amer. 
Math. Monthly 39, 266—276 (1932). 

Verf. zeigt, daß die meisten bekannten Sätze über solche Summen von gewissen 
Unterdeterminanten einer Determinante, die verschwinden, Folgerungen aus dem 
bekannten Sylvesterschen Theorem sind, Wegner (Darmstadt). 

Williamson, J.: The produet of a eireulant matrix and a special diagonal matrix. 
Amer. Math. Monthly 89, 280—285 (1932). 

A sei die zyklische Matrix 


a EN FB N EE) | 
m-1 a Qu Oi 

A ga ia ne re : 
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wobei w eine primitive n-te Einheitswurzel bezeichnet. Verf. beweist mittels gewisser 
Determinantenrelationen, daß (2 - A)" — Det (4) E= 0 ist. Der Beweis läßt sich 
sehr vereinfachen. Wegner (Darmstadt). 

- (eeioni, Francesco: Sull’equazione fra matriii AX = 8EXA. Ann. Univ. Toscane, 
N. s. 14, fasc. 2, 1—49 (1931). - 

Cetravaildonne une condition necessaire et suffisante pour que l’&quation AX=EXA, 
oü X designe une matrice inconnue, A une matrice donn&e, & un nombre egalement 
donne, admette des solutions pour lesquelles le produit AX ne soit pas pseudonul. 
Ce probleme, qui correspond & l’&tude des homographies permutables effectuee par 
Rosati dans un M&moire intitule ‚„‚Sulle Corrispondenze permutabili appartenenti 
ad una curva algebrica, ...‘“ (Ann. di Mat. pura ed appl., sous presse), est traite ici 
d’une maniere algebrique. — L’auteur montre (n° 19) que la condition necessaire et 
suffisante en question est que e soit racine de l’unite et qu’il existe de plus une racine, 
@,(=+0), de l’&quation caracteristique | A— Ew| = 0 possedant les deux propriötes 
suivantes: 1) ö designant le plus petit exposant tel que e? = 1, 1’&quation | A— Eo| = 0 
admet le cycle de racines ®1,2@1.. .,2°"1@,; 2) A— Ew admet au moins un groupe 
de diviseurs elementaires (w — ®,)*, (w — &@1)*, ..., (we — e’"1@,)*, relatifs re- 
spectivement aux racines ®@1,£@1...,£°!@, et admettant le möme exposant. 
Cette condition (C) &tant satisfaite, celle pour que l’&quation AX—= eXA admette 
des solutions non nulles (stablie au n° 6), l’est aussi. — L’auteur etudie d’abord le pro- 
bleme dans certains cas particuliers (A normale, A telle que les seuls diviseurs distincts 


de. |A— Ew| soient  — , ®@— &@1...,@— &-1@,); de la, il passe facilement 
au cas general. Les r&sultats obtenus peuvent s’exprimer dans un domaine de ratio- 
nalit6 queleonque (non algebriquement ferme). P. Dubreil, (Lille). 


Söguier, de: Normalisants des substitutions d’ordre 2 des groupes lin£aire, quadrati- 
que, hermitien et gauche dans un ehamp de Galois d’ordre impair. ©. R. Acad. Sci., 
Paris 194, 1716—1718 (1932). 

Es handelt sich um eine Ausdehnung der in dies. Zbl. 4, 197 referierten Unter- 
suchungen. Es werden (ohne Beweis) die Normalisatoren der Substitutionen der 
Ordnung 2 aus den im Titel genannten Gruppen aufgezählt. St. Pietrkowskt. 
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Shoda, Kenjiro: Über die irreduziblen Substitutionsgruppen, deren Grade Primzahl 
sind. J. Fac. Sci. Univ. Tokyo 2, 179—201 (1931). 

Eine endliche irreduzible Gruppe von unimodularen linearen Substitutionen vom 
Primzahlgrad p ist entweder monomial (d.h. ihre Matrices haben in jeder Zeile nur 
ein von Null verschiedenes Element) oder primitiv (d.h. es gibt keine bei der Gruppe 
invariante Zerlegung des, Vektorraumes in lineare Teilräume). Sieht man von dem 
Fall einer zweifach transitiven Permutationsgruppe ab, so zeigt sich: die monomialen 
Gruppen besitzen einen maximalen Abelschen Normalteiler N, der nicht im Zentrum 
enthalten ist, während bei den primitiven Gruppen das Zentrum 3 ein maximaler Abel- 
scher Normalteiler ist. Im Fall einer monomialen Gruppe X wird die Struktur von R 
vollständig bestimmt; die Faktorgruppe W/N ist eine transitive Permutationsgruppe 
p-ten Grades. Im Fall einer primitiven Gruppe X besitzt W/3 einen einzigen minimalen 
Normalteiler 9/3. Ist 8/3 Abelsch und p > 2, so ist W/B einer irreduziblen Unter- 
gruppe der Automorphismengruppe der Abelschen Gruppe 8/3 vom Typus (p, p) 
isomorph, und zu jeder solchen Untergruppe gehört genau eine Gruppe U von angeb- 
baren Matrices. Ist 9/3 nicht Abelsch, so ist 9/3 eine einfache Gruppe und W/Z 
isomorph einer Untergruppe der Automorphismengruppe dieser einfachen Gruppe. 
Auf Grund dieser Sätze lassen sich die auflösbaren Gruppen X vollständig aufzählen. 

van der Waerden (Leipzig). 


Shoda, Kenjiro: Bemerkungen über vollständig reduzible Gruppen. J. Fac. Sci. 


Univ. Tokyo 2, 203—209 (1931). 


Die Arbeit enthält eine Reihe von ganz einfachen Sätzen über Gruppen mit Ope- 


ratoren, welche direkte Produkte von einfachen Gruppen sind. Es wird u. a. bemerkt, 
daß die nichtkommutativen Faktoren dieser Produkte eindeutig bestimmt und nicht 


zueinander zentralisomorph sind und daß man durch Zusammenfassung von iso- 


morphen Faktoren eine eindeutige „ideale Zerlegung‘ erhält. Sodann bringt der Verf. 
eine Berichtigung zu Satz 20 seiner früheren Arbeit „Über direkt zerlegbare Gruppen“, 


J. Fac. Sci. Univ. Tokyo 2, 51—72 (1930). Er gibt eine neue, von Y. Akizuki stam- 


mende notwendige und hinreichende Bedingung dafür an, daß eine endliche Gruppe A 
eine isomorphe irreduzible Darstellung besitzt. van der Waerden (Leipzig). 
Turri, Tullio: Composizione ed ordine del gruppo delle omografie che trasformano 
in se una correlazione non degenere. Ist. Lombardo, Rend., II. s. 65, 177—199 (1932). 
Sei y die Korrelation, H die Gruppe der mit y vertauschbaren, @ die Gruppe der 
mit y® vertauschbaren Homographien. Nach bekannten Sätzen hat die charakteri- 
stische Determinante A von y lauter Paare reziproken Wurzeln o, 1/e,... und unter Um- 


ständen noch die Wurzeln 1 und —1. Es seien S@, SQe), ... die charakteristischen 


Räume von y?. Dann ist H das direkte Produkt der Gruppen der mit y vertausch- 
baren Homographien in den einzelnen Räumen S@ + Se), ,,. Verf. beschränkt 
sich dann auf die Untersuchung solcher Räume. — Die Gruppe der mit y vertauschbaren 
Homographien in ‚(0 hängt von denselben Parametern ab wie die entsprechende Gruppe 
in Se) und ist isomorph mit der Gruppe der mit y? vertauschbaren Homographien in 
S@; die Homographien von S@ + SUle), die S®@ und S(le) fest lassen, bilden eine ein- 
parametrige Gruppe und gehören zu H. Wir können uns also auf den Fall beschränken, 
daß A lauter gleiche Wurzeln hat. — Wir betrachten nun die kleinsten Haupträume von 
y® und fassen je alle Haupträume der gleichen Dimension zu Räumen SW, 8%, ... 
zusammen. Die Gruppen der Homographien in den Räumen S®, S@, ... sind Faktor- 
gruppen von H, die zugehörigen Normalteiler lassen sich bestimmen. Wir können 
uns also auf die Betrachtung eines solchen Raumes SP) beschränken, in dem A lauter 
gleiche Wurzeln und gleiche Elementarteiler hat. — Hier unterscheidet Verf. 4 Fälle, 
je nachdem aus welchen von 6 von Kronecker angegebenen Grundtypen von bi- 
linearen Formen sich die Form zusammensetzen läßt, die, gleich 0 gesetzt, die Korre- 
lation y darstellt. In jedem dieser Fälle wird Ordnung und Komposition bestimmt. — 
In allen Fällen wird angegeben, ob H kontinuierlich oder gemischt ist. — Bei den Be- 
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weisen werden die Gruppen @ und H stets gleichzeitig betrachtet. @ ist viel leichter zu 
übersehen und gestattet dann Schlüsse auf H. Ott-Heinrich Keller (Berlin). 
Weitzenböck, R.: Über die Invarianten von linearen Gruppen. Acta math. 58, 


231-293 (1932). 


Das Hauptergebnis der Arbeit ist der sog. erste Fundamentalsatz der Invariantentheorie 
für eine beliebige kontinuierliche Gruppe & linearer homogener Transformationen von n un- 
abhängigen Veränderlichen &, %, . . > %n- F@)} heißt eine &-Invariante, wenn für jede infini- 
tesimale Transformation A aus ©: da; = >> a}‘x;, identisch in allen x, eine Gleichung 


ZH & go a % =&* F besteht. Alle ganzen rationalen Ö-Invarianten F(x) bilden einen 


lichen Integritätsbereich, d.h. jedes F ist ganz und rational durch endlich viele 
Basisinvarianten F,,F%,,...,, darstellbar. Als Korollar dazu besteht der Satz: Die ganzen 
rationalen Invarianten von m-ären Grundformen bezüglich irgendeiner Untergruppe ©, der 
allgemeinen projektiven Gruppe von m Veränderlichen besitzen eine endliche Integritätsbasis. 
Als Ergänzung ist dem Hauptsatz hinzuzufügen: Auch die absoluten ®-Invarianten (x = 0) 
bilden einen endlichen Integritätsbereich. — Die Gruppe wird durch ihre infinitesimalen Ope- 
rationen und deren Liesche Komposition bestimmt: es herrscht der differentielle und nicht der 
integrale Standpunkt. Infolgedessen ist auch die Methode rein algebraisch. Die Arbeit faßt in 
vereinfachter und ausgeführter Form verschiedene Noten zusammen, die der Verf. in den 
Proc. Akad. van Wetensch. Amsterdam 33 (1930) veröffentlichte. Auf die gleiche Weise hat 
schon früher L. Maurer das allgemeine Problem angegriffen: Sitzungsber. Bayr. Akad. d. 
Wissensch. 29 (1899) und Math. Ann. 5% (1903). — Der erste Schritt ist die Behandlung der 
von einer einzigen infinitesimalen Transformation A erzeugten eingliedrigen ‘Gruppe. Indem 
man A auf die von der Elementarteilertheorie her bekannte Normalform bringt, erkennt man, 
daß die A-Invarianten nichts anderes sind als die Semi-Invarianten gewisser willkürlicher 
binärer Formen, und für diese gilt, wie bekannt, der zu beweisende Endlichkeitssatz (Kap. I). 
Von da aus bewältigt man durch sukzessiven Aufstieg zunächst die auflösbaren Gruppen. 
Man kann ihre erzeugenden infinitesimalen Operationen X, X, ...,X, so wählen, daß die 
ersten ö Operationen eine infinitesimale Gruppe &% aufspannen, die invariante Untergruppe 
innerhalb der daraus durch Adjunktion X,, , entstehenden Gruppe &+" ist. Das wesentliche 
Hilfsmittel ist der Satz, daß, wenn F eine ®%-Invariante ist, das Gleiche für X,,,(7) gilt. In 
ähnlicher konstruktiver Weise werden, unter Benutzung der durch Killing und E.Cartan 
aufgedeckten Struktur dieser Gruppen, die einfachen und halb-einfachen Gruppen gemeistert. 
Die Zurückführung der allgemeinsten Gruppe auf diese beiden entgegengesetzten Fälle: auf- 
lösbar und halb-einfach, geschieht schließlich vermöge des Umstandes, daß in jeder Gruppe 
eine maximale invariante auflösbare Untergruppe enthalten ist, deren Faktorgruppe halb- 
einfach ist. (Kap. II.) — Die Beweisführung enthält vorläufig noch eine Lücke. Denn in 
Kap. II benötigt man den Endlichkeitssatz der Semi-Invarianten binärer Grundformen nicht 
für „freie“, sondern für ‚gebundene‘ Semi-Invarianten, d.i. für den Fall, daß die Koeffi- 
zienten der Grundformen an gewisse invariante Relationen gebunden sind. Der Endlichkeits- 
satz für gebundene Invarianten ist aber bisher (von Deruyts) nur für-die volle projektive 
Gruppe bewiesen, und nicht für diejenige, welche den binären Semi-Invarianten zugrunde 
liegt. — Kap. III führt erstens in bekannter Weise mit Hilfe der Capellischen Identität die 
Bestimmung der Grundinvariantentypen für eine beliebige Anzahl willkürlicher Argument- 
vektoren zurück auf die Grundinvarianten von n — 1 Argumentvektoren. Zweitens wird der 
Adjunktionssatz besprochen, der davon handelt, daß die Untergruppe &, der vollen projek- 
tiven Gruppe, für welche die Invarianten aufgestellt werden sollen, dadurch definiert ist, 
daß sie gewisse Formen @ invariant läßt. Hier kommt man aber nur zu dem ziemlich auf 
der Oberfläche liegenden Resultat, daß die ganzen rationalen ®,-Invarianten projektive al- 
gebraische Invarianten relativ zu @ sind. H. Weyl (Göttingen). 


Spampinato, Nicold: Sulla elassifieazione delle matriei di Riemann di dato genere. 
Atti Accad. Gioenia Catania 18, Mem. XVI, 1—9 (1931). 

Zwei Riemann-Matrizen desselben Geschlechtes p werden zur gleichen Familie 
gerechnet, wenn sie denselben Reduzibilitätsindex n haben. Die Charakteristiken einer 
solchen Matrix, d.h. Singularitätsindex, Multiplikabilitätsindex und Rang hängen 
nach einer früheren Arbeit des Verf. ab von einem 2 n-Tupel von Zahlen, das als die 
Signatur der Matrix bezeichnet wird; zwei Matrizen gleichen Geschlechtes mit gleicher 
Signatur und folglich gleichen Charakteristiken werden zu einer Klasse gerechnet. 
Schließlich werden diese Klassen in Typen aufgeteilt, indem Matrizen mit derselben 
Konfiguration von reinen Achsen zu einem Typ zusammengefaßt werden. Nach diesen 
Gesichtspunkten nun wird für p= 1, 2, 3 diese Einteilung explizit aufgestellt. 

Grell (Jena). 
16* 
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Herbrand f, Jacques: Theorie arithmötique des corps de nombres de degr& in- 
fini. I. Extensions algöbriques finies de eorps infinis. Math. Ann. 106, 473—501 
1932). 

Die endlichen algebraischen Erweiterungen K eines unendlichen algebraischen 
Zahlkörpers k werden auf das Verhalten der k-Primideale in ihnen untersucht. k wird als 
Kompositum einer aufsteigenden Folge ku, <k, <k,<... von endlichen Körpern 
dargestellt, die beim rationalen Körper k, beginnt. Ein k-Primideal p geht in einem 
k,-Primideal 9; auf; p heißt endlich oder unendlich, je nach dem der Exponento;, mit dem 
p; in p, aufgeht, mit © ins Unendliche wächst oder nicht. Der limes von p; im Sinne der 
Steinitzschen g-Zahlen heißt der absolute Exponent von p, entsprechend wird der abso- 
lute Grad von p als der Grad seines Restklassenkörpers im Steinitzschen Sinne definiert. 
Zuerst wird die Zerlegung von p in einer Galoisschen Erweiterung K studiert, p spaltet 
sich in endlich viele konjugierte Primärkomponenten. Nur im Falle eines endlichen p 
erhält man eine Produktzerlegung von p wie bei endlichen Körpern. Den Relativgrad 
eines X-Primideals kann man wie üblich definieren. Um aber einen brauchbaren Relativ- 
exponenten zu haben, muß man die Dedekind-Hilbertschen Gruppen (Zerlegungs-, Ver- 
zweigungs- und Trägheitsgruppen) einführen; der Relativexponent von P ist die Ord- 
nung seiner Trägheitsgruppe. Der Fall eines beliebigen X läßt sich leicht auf Galois- 
sches X zurückführen. — Für die Definition der Differente von K/k ergeben sich zwei 
Möglichkeiten: entweder als g.g. T. aller Zahldifferenten oder als Inverse des Ideals 
aller Zahlen, für welche die Spur ihres Produktes mit einer beliebigen ganzen Zahl 
ganz ist. Die erste Definition ist die einzig brauchbare, weil sie genau diejenigen Prim- 
ideale von KX enthält, welche einen Relativexponenten größer als eins haben. Die 
unendlichen Primideale mit dieser Eigenschaft gehen in der auf die zweite Weise defi- 
nierten Differente nicht ein, wohl aber die endlichen. Max Deuring (Leipzig). 

Western, A. E.: On Lucas’s and Pepin’s tests for the primeness of Mersenne’s 
numbers. J. London Math. Soc. 7, 130—137 (1932). 

Let r],r3,73,... be a sequence of positive numbers such r,;1, = r% — 2. Let 
N = 2° — 1 where a is an odd prime. The paper contains a simple proof of each of 
the following three tests for the primeness of N: (1) if @ is a prime congruent to 3 mo- 
dulo 4 and if r, = 3, or (2) if ais any odd prime and r,— 4, or (3) if a is any odd prime 
and r, is given by Ir, = 2(b? — c?2) modN where !=5?-+-c? is a rational prime of 
the form 4n + 1, then N is prime or composite according as r,_, is or is not congruent 
to zero modulo N. These three tests in order are Lucas’s first test, Lucas’s second 
test, and Pepin’s test. Lucas stated his tests without proof; a proof of the second 
has been given by D. H. Lehmer: both of these tests have often been used in testing 
Mersenne primes. Pepin stated his test without proof; a proof has been supplied by 
R.D.Carmichael. It is stated (p. 137) on the authority of D. H. Lehmer that the 
only prime values of « < 257 for which it is still unknown whether 2° — 1 is prime or 
composite are a — 157, 167, 193, 199, 227, 241; but there is no reference to the case 
a —= 229 which was still in doubt in 1919 when Dickson published his History of 
the Theory of Numbers, Vol.I (see page IV). R. D. Carmichael (Urbana). 

Corput, J. @. van der: Tafel der primitiven gleichschenkligen Dreiecke mit ratio- 
nalen Winkelhalbierenden und mit Schenkeln kleiner als 160000. Akad. Wetensch. 
Amsterdam, Proc. 35, 51—54 (1932). 

This table gives the sides of all primitive isosceles triangles whose equal sides 
are less than 160000 and whose angle-bisectors are rational. There are 63 such tri- 
angles. Besides the sides, a, b, c, (a = b), the table gives tan4A, cos}A, and sin} A, 
from which it is easy to find the bisectors of the interior and exterior angles of the 
triangle. The altitude of the triangle is also given, in terms of its decomposition 
into primes. The table was constructed by means of two parameters (m,n) as 
explained in a previous paper (cf. Zbl. 4, 202). By combining pairs of entries in 
this table, by the method previously explained, it is possible to obtain scalene 
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triangles with rational angle-bisectors. Six such triangles are given by way of 

illustration. Lehmer (Berkeley). 

E Wilton, J. R.: Voronoi’s summation formula. Qusit, J. Math., Oxford Ser. 3, 
26—32 (1932). 

Verf. beweist den Satz: Es si 0<a<b,0<0d<4}, X>A,e > 0, r(n) die 
Anzahl der Zerlegungen von n in zwei Quadrate, f(t) von beschränkter Variation im 
Intervall (@...b), und AUT — 0) außerhalb dieses Intervalls, V# bezeichne die Variation 
von f(t) im Intervall (&...ß). Dann ist 


Z, d Be, 
33 (dn —0)+ fr +9)r(n) — D’r(n) [ I (2r na) ta)de 
azn=b n=0 @ 
N lÜ n-0 n 
all + ver BU DIR + ED). 


wo A,, A, positive absolute Konstanten sind und B,, B, positiv sind und nur von & ab- 
hängen. Ein ähnlicher Satz wird für 0=a< b <} gezeigt. Ferner werden die ent- 
sprechenden Sätze für Dirichlets Teilerproblem bewiesen. Der Beweis beruht auf 
Anwendung eines Satzes des Verf. (siehe dieses Zbl. 3, 103). Hans Heilbronn. 
Page, A.: A statement by Ramanujan. J. London Math. Soc. 7, 105—112 (1932). 
Verf. beweist: Ist d(g) die Teilerzahl von q, v>.0 ganz, c ganz, C die Eulersche 
Konstante, so ist 


DT mv + c) = a,(w) n(logn + 20 — 1) + 5.) »n + Om! logn) 
=ı 


für >00, wo a,(v) > 0 ist. Derselbe Satz war mit der Restabschätzung O(n!!2) 
bereits von Estermann bewiesen. Die Verbesserung des Restgliedes beruht auf der 
Anwendung eines allgemeinen van der Corputschen Satzes über Gitterpunkte. Wie 
Ramanujan bereits angegeben hatte, lassen sich die Zahlen a,(v) und b,(v) als Koeffi- 
zienten bestimmter Dirichletscher Reihen angeben, die sich von der Riemannschen 
Zetafunktion ableiten. Hans Heilbronn (Göttingen). 

Perron, Oskar: Über einen Approximationssatz von Hurwitz und über die Approxi- 
mation einer komplexen Zahl durch Zahlen des Körpers der dritten Einheitswurzeln. 
S.-B. Bayer. Akad. Wiss. 1931, H. 3, 129—154 (1932). 

Verf. beweist: „Liegt die komplexe Zahl o u im Körper & der dritten Einheits- 


in la, 

ganzen Zahlen p, q aus . BR hat für jedes c > Y13 und gewisse Zahlen o (z.B. 
V 2 

en mit de Se 3) die Ungleichung le-2 <n 


endlichviele Lösungen.“ Der AR Teil dieses Satzes ist leicht zu beweisen. Zum 
Beweise des ersten Teiles zeigt man zuerst folgenden Hilfssatz über Cassinische Kurven: 
„Ist @ irgendeine ER: Zahl, so gibt es zu 2 komplexen Zahl z, eine homologe 


wurzeln, so hat die Ungleichung 0 — 2 |< unendlich viele Lösungen in 


nur 


Zahl z, so daß |? — a? <— + |al?ist. Falls — ug ist, gibt es sogar eine 


4lal 


homologe Zahl z mit |2? — Me ; das Gleichheitszeichen gilt dabei nur in ge- 


wissen sechs Ausnahmefällen.“ (Zwei Zahlen heißen homolog: z=2,, wenn 2— 2, 
eine ganze Zahl aus & ist.) Vgl. dies. Zbl. 2, 13. — Liege jetzt die komplexe Zahl o 
nicht in 8. Dann gibt es nach dem Dirichletschen Schubfach -Verfahren unendlichviele 


B.\n 2y21 


Paare teilerfremder ganzer Zahlen p,q aus $ mit e Bram, 


solchen Paar p,gq existieren unendlich viele Paare p,, 9, mit pq} — Pıq=1; dabei 


Zu jedem 
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kommen unter den Brüchen g,/g mit jedem einzelnen auch alle homologen vor. Setzt 


man zur Abkürzung ö= q? (e _ 2) andd,—g te = 2) ‚ so besteht die Gleichung 
dı 


= ale; + 5) _ zu) . Indem man erlaubterweise g,/q durch einen geeigneten 


homologen Bruch ersetzt, kann man nach dem Hilfssatz erreichen, daß 


ö|? 1 n u 
a < Gt, für le <; sogar (9) Kine 


& 5 TERM : ® 21 u : 
ist. Weil nun unendlichviele teilerfremde Paare q, p mit |ö?< 4 existieren, so ist 


auch entweder unendlichoft |ö] < 2 oder es läßt sich nach der Ungleichung (1) er- 
reichen, daß unendlichoft |ö,| < 2 ist. Durch Wiederholung dieses Schlußverfahrens 


folgt aus (1) der Be nach, daß es unendlichviele p, q mit |ö|? < 2, öl? < - und 


schließlich | ö |]? a 5 gibt; aus (2) ergibt sich jetzt, daß sogar unendlichoft |ö|? 2 or 


sein muß, w. z. b. w. — In einem letzten Abschnitt wird ein ähnlicher Beweis für folgen- 


den bekannten Satz von Hurwitz ve „Ist o eine reelle Irrationalzahl, so gibt es 


4 


K. Mahler. 
Ve’ 


unendlichviele rationale Brüche = mit le-2 a 


Perron, Oskar: Eine Abschätzung für die hlahe Grenze der absoluten Beträge der | 
durch eine reelle oder imaginäre binäre quadratische Form darstellbaren Zahlen. Math. 


Z. 35, 563—578 (1932). 

Der Verf. beweist folgende drei Sätze, von denen nur der erste bekannt war: 
1. Sind a, b,c reell mit b®— 4ac=1, so gibt es unendlichviele Paare teilerfremder 
ganzer rationaler Zahlen x, y mit |aa®+baxy-+ cy?| 2 . Das Kleinerzeichen 


2 a} 
steht nie bei den zu Ra 


a,b,c komplexe Zahlen mit 5®— 4ac=1, so gibt es unendlichviele Paare teiler- - 


fremder ganzer Zahlen a, y aus R() mit |aa®+bay-+ cy?| S- Das Kleiner- 


2 2 
zeichen steht nie bei den zu Fe äquivalenten Formen, sonst unendlichoft. 


3. Sind a,b,c komplexe Zahlen mit 5? — 4ac=]1, so gibt es unendlichviele Paare 


teilerfremder ganzer Zahlen x, y aus $(e) (e es skah en mit laa* +bay+ eye| 


„2 2 ee 
<- 1 . Das Kleinerzeichen kommt nie vor bei den zu By ma 
| yı3 y4-+e 
2 +eıy—YV ._. f 4 
——-— äquivalenten Formen, sonst unendlichoft. — Der Beweis verläuft so: 


y4+ 
Sind zwei Paare teilerfremder ganzer Zahlen x, y; &,, %, aus den obigen drei Körpern 
durch die Gleichung 2,49 — xy, =1 verbunden und ist ö= ax? + bazy+ cy2, 
ö,=aaf+bx,yı+cyi, so besteht die Gleichung d, = (& + a) —_ 18) 
Hier läßt sich jetzt ähnlich schließen wie in früheren Arbeiten des Verf. (siehe das 
vorige Referat). Mittels des Dirichletschen Schubladenverfahrens und dreier zuein- 
ander Sen Sätze über Cassinische Kurven zeigt man bei Satz 1, daß unendlichoft 
62| < &%4 und also unendlichoft min (|6? |, |ö7|)=+ ist, beim zweiten Satz, daß 
unendlichoft |ö|? < $ und also unendlichoft der Reihe nach min (|ö|2, |6, |) <2, 
1, 4, 2, 4 ist, bei Satz 3, daß unendlichoft |ö|?< 4,1 und also unendlichoft der Reihe 


nach min (6%, 6,9) <2, 3, $, 1/yı3 ist. Die Fälle, wo nie das Kleinerzeichen steht, 
lassen sich durch eine besondere Diskussion bestimmen. Mahler (Göttingen). 


äquivalenten Formen, sonst unendlichoft. 2. Sind 
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Analysis. 


Schlesinger, Ludwig: Weitere Beiträge zum Infinitesimalkalkül der Matrizen. Math. 
Z. 35, 485—501 (1932). 

Die Theorie der Produktintegrale L-integrierbarer Matrizen (vgl. Schlesinger, 
Math. Z. 33, dies. Zbl. 1, 15) wird hier weiter entwickelt. In $I wird eine Darstellung 
eines Produktintegrals als unendliche Reihe nach Caqu&-Fuchs sowie eine Formel 
für das Produkt zweier Produktintegrale hergeleitet. In II. wird die Regel für die 
Differentiation eines Produktintegrals nach einem im Integranden vorkommenden 
Parameter aufgestellt. Sodann wird das Problem gelöst, die Gleichung 

Ce), =. FA) * 
wo T(x) das Produktintegral von A(«) ist, nach A(x) aufzulösen. In III. werden ge- 
mischte Doppelintegrale (gewöhnliches Integral nach x, sodann Produktintegral 
nach y) eingeführt und ein Analogon der Greenschen Formel bewiesen. In IV. schließ- 
lich werden Integrabilitätsbedingungen für Kurvenintegrale aufgestellt und auf Matrix- 
funktionen einer komplexen Veränderlichen angewandt. van der Waerden. 

Floreseu, I. B.: Verallgemeinerungen der Fibonaceischen Reihe. Gaz. mat. 37, 
289—292 (1932) [Rumänisch]. 

Kritikos, N.: Sur la möthode des parties proportionnelles pour le ealeul approch® 
des zeros d’une fonetion. Rend. Circ. mat. Palermo 56, 65—68 (1932). 

Einfacher und anschaulicher Beweis für den Satz (man vgl. auch Platone, dies. 
Zbl. 2, 345): Wenn die Funktion f(x) in dem abgeschlossenen Intervall (a,, b,) stetig 
ist und an den Enden Werte verschiedenen Vorzeichens annimmt, so hat die Menge 
der Schnittpunkte der durch wiederholte Anwendung der Regula falsi erhaltenen 
Sekanten mit der x-Achse, wenn sie unendlich ist, einen einzigen Häufungspunkt, der 
eine Nullstelle von f(x) ist. L. Schrutka (Wien). 

Mirguet, J.: Quelques nouvelles notions infinitesimales direetes. Atti Accad. naz. 
Lincei, Rend., VI. s. 15, 429—431 (1932). 

Als Seitenstück zur Paratingens und Kontingens einer räumlichen Punktmenge & 
(vgl. dies. Zbl. 2, 54; auch 1, 328) wird die Biparatingens definiert: man betrachte 
eine Ebene durch drei beliebige Punkte von &. Die Biparatingens in einem Häufungs- 
punkt P von & besteht aus allen Grenzebenen, die man erhält, wenn man die drei 
Punkte unabhängig voneinander gegen P streben läßt. Entsprechend erhält man die 
Parakontingens, wenn man einen der drei Punkte mit Pzusammenfallen läßt. Die 
einfachsten Beziehungen zur Kontingens und Paratingens werden besprochen. Feller. 

Kamke, E.: Zu dem Integralsatz von Cauchy. Math. Z. 35, 539—543 (1932). 

Demonstration detaillee du theor&me de Cauchy lorsque la courbe d’integration 
est une courbe de Jordan fermee et rectifiable et que la fonction & integrer est sup- 
posee reguliere & l’interieur de cette courbe et sur cette courbe — (voir Goursat: 
Traite d’analyse, t. II p. 68 sqs et note page 74). E. Blanc (Rome). 

Corput, 3. @. van der: Einige Ungleichungen bei bestimmten Integralen. Akad. 
Wetensch. Amsterdam, Proc. 35, 334—346 (1932). 

Es wird eine große Reihe von Ungleichungen zwischen bestimmten Integralen 
hergeleitet. Von den recht umständlich auszusprechenden Sätzen sei nur ein Beispiel 
angeführt: Für— <a <u<b=-+ oo sei f{u) monoton nicht abnehmend und > 0. 
g(u) und k(w) mögen für a < uw <{ b integrierbare Derivierten besitzen und es sei 


gw)>0, WO, en, +0, K(u)<0. 
Dann ist 


Fioro au = - [#0 le Min 2 Kos) du, 


falls das ee rechts existiert. ag 3X 9(q) ed die untere Grenze von fg 
im Intervall u<=qg<b. W. Fenchel (Göttingen). 
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Lorch, Edgar R.: Elementary transformations. Ann. of Math., II. s. 33, 214—228 
(1932). 

An elementary transformation is a transformation expressed in terms of elemen- 
tary functions, an elementary function being obtained in a finite number of steps by 
performing algebraic operations, and taking exponentials and logarithms. The order 
of an elementary function is defined consecutively in terms of monomials of order n 
and functions of order n. A monomial of order n is a logarithm or exponential of a 
function of order n — 1 if this is not a function of order n — 1. A function of order n 


k 

satisfies an algebraic equation IA; w' = 0, where A; is a polynomial in monomials of 
i=1 

order less than or equal to n; the independent variables are monomials of order zero. 
A set of monomials 0”, 0%, ..., 0% of order n are independent if no 6” is an 
algebraic function of the remainder and monomials of lower order. There follows 
Liouville’s Principle that if for 0%”,.. ., 0%” independent, we have an algebraic func- 
tion A(0P, ..., 09, -Oed,..54u%)=0 identically in u,v then Als;’...,2, 
ord...,u,v=0 identically in 2,,...,2,,%v. Lemmas of J.F.Ritt [Trans. 
Amer. Math. Soc. 25, 74-83 (1927)] are extended to two variables. In addition, the 
author deduces the lemma: If 0,,...., 6, are an independent set of monomials of order n, 
and £ a monomial of order n isan algebraic function of 0,,..., 0, and monomials 


al 
of order less than n, then if £ is a logarithm (exponential) {= 249; + E(u,v) - 
r i=1 
(© = ]10%&(u, v)) where g;, are rational numbers, zero for all « for which 6; is 
i=1 


an exponential (logarithm), while &(w, v) is of order n— 1, a constant fn=1. — 
There follows from these the chief object of the paper, the determination of the form 
of an elementary transformation T: U=o(wv); V=y(u,v) where @ and y are 
elementary functions of order one, and the inverse 7’! is also elementary of order one. 
In case there exists no algebraic function A(9, y, u, v) = 0 identically in u, v, it is 
shown that U= B,(0,, 0,,u,v) V= B,(0,, 0,, u, v) where B, and B, are algebraie 
functions and contain exactly two monomials 6,, 6, of order one, and that conse- 
quently there exist two algebraic transformations A, A, such that 4A, TA, is ex- 
pressible in one of the forms: (a) U= e*, V= e’;(b) U = logu, V = logv; (c) U = vet, 
V=qu-+logv, with p and q rational and pq #1. In case there exists an algebraic 
relation between 9, y, wand v, then the reduced formsare: (d)U= 9, V = 4(6, u, v); 
where 9=e* or logu; and (e) U= A(0,,...,0,,%v) V=v, each 0; being a lo- 
garithm or exponential of some algebraic function of v only. This gives a complete 
characterization of elementary transformations of order one whose inverses are also 


of order one. T. H. Hildebrandt (Ann Arbor). 


Lowry, H. V.: Operational caleulus. I. The definition of an operational represen- 
tation of a function and some properties of the operator derived from this definition. 
Philos. Mag., VII. s. 13, 1033—1048 (1932). 


The function f(p) defined by f(p) = p [ e-P*=h(x)dx (introduced by Carson) 
6 


has been called the operational representation of A(x). Bromwich has shown that for 
values of x whose real part is positive h(x) can be represented in terms of f(p) by means 
of a certain contour integral and if f(p)/p>0 as |p|>oo this representation is 


equivalent to h(z) = nn je 2a where © is a contour enclosing all the singu- 


TV 

c 
larities of f(p). The author proposes to use this last equation to define the operational 
representation f(p) of h(x), although the equation does not define f(p) unambiguously. 
By means of the new definition operational representations of functions such as logz, 
Jo(z)/® ete., for which Carson’s integral diverges, may be found. A discussion of the 
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operational representation of 2’ h(x) and of the application of the results to the solution 
of ordinary differential equations with variable coefficients follows. Murnaghan. 

| Steuerman, E.: Sur quelques formules nouvelles d’interpolation. J. Cycle math. 1, 
77-81 u. franz. Zusammenfassung 81 (1931) [Ukrainisch]. 

Montel, Paul: Sur une formule de Darboux. ©.R. Acad. Sci., Paris 194, 1205— 1207 
(1932). 

Darboux und Weierstraß haben den Mittelwertsatz der reellen Differential- 
rechnung mit kleinen Abweichungen ins Komplexe übertragen. Hier werden allgemeiner 
die Zusammenhänge zwischen der n-ten Steigung einer Funktion f(z), gebildet für die 
Interpolationsstellen 2,,...,%,4+7, mit der n-ten Ableitung der Funktion untersucht, 
insbesondere auch, wenn einige der Interpolationsstellen zusammenfallen. Die New- 
tonsche Interpolation stützt sich auf Polynome als Linearformen in den Potenzen 
2" —=1,2,2%,...; eine zur obigen ähnliche Aufgabe wird auch für Interpolations- 
methoden behandelt, die sich auf Linearformen nach einem gegebenen System regulär 
analytischer Funktionen p,(2), P1(2), . ... aufbauen. Ullrich (Marburg, Lahn). 

Fejer, Leopold: Bestimmung derjenigen Abszissen eines Intervalles, für welche die 
Quadratsumme der Grundfunktionen der Lagrangeschen Interpolation im Intervalle 
ein möglichst kleines Maximum besitzt. Ann. Scuola norm. super. Pisa, II. s. 1, 263 
bis 276 (1932). 

Soit n-1(2) = Yyılhlz) + Yalslz) + + yuln(® ) le polynome interpolateur pre- 
nant les valeurs Y,, %3, - - -, %, aux points &, ie % > »-- > x, de l’intervalle (—1, = 119. 


ID s’agit de trouver le minimum M,„ du maximum sur 3x 1, +1) de la somme Da) 


et de determiner le polynome &(z) = (2 — 2) (£ — 25)... (2 — 2,), pour legudl 
M, est realise. L’auteur demontre d’une facon simple et trös elegante que M„=1 (il 
est evident que l’on ne pourrait avoir M„ < 1, puisque 1,(,)=1et1,(&)=0, ii > k) 
et quel’ona (2) = c(2?— 1) Pr, -1(x), ou P„-ı(&) est le polynome de Legendre de 
degre n— 1 (les points x; sont donc les n points du segment (—1, +1), oü P„_-ı(@) 
est extremum). Qu’il me soit permis de noter, comme une des consequences imme- 
diates de ce r&sultat que, tandis que le maximum de |/„_,(&)| peut croitre infiniment 
avec n, si les valeurs |y;| <1, il suffit d’admettre de plus que les valeurs positives et 
negatives de y; (d’ailleurs, arbitraires) sont &galement probables pour que la probabilite 
de l’inegalite |„_-1(2)| > t soit Auierienre a 1/i? sur tout le segment (—1, +1). — 


Apres avoir obtenu le formule Dre =1-— (1— 22) PL,-ı(2), d’oü resulte 


que M„=1 est effectivement Fan dans la cas indique, M. Fejer calcule la m&me 
somme pour le cas, oü 


ww . 
%; = c0s(2k + 1) a ol l’on a D’Ee) u - sin(2n—1)0 1 
1 


1z22—-=, 


sind n 


Sans entrer dans les details de la demonstration, ’auteur signale que l’on a 
1 
n 12002 (=]1) 
lim Die = Teuer m, () 
Aa) 


1-2’ Een 

si @(x&)=J,„(&, ß, x) est un polynome de Jacobidedegren, un 0<x<3,0<ß<} 

ce qui resulte des formules Ecrites plus haut, pur «= ß=0 et a=ß= eh L’ A 
examine encore d’une fagon complete le’ cas, on a=ß=14 nalyaame de De gendre), 


et demontre, conformement & la formule (I) que la somme Ita) tend vers 1 pour 
=-1<2<.let croit infiniment pur = +1. S. Bernstein. 
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Baten, William Dowell: A remainder for the Euler-MaeLaurin summation formula 
in two independent variables. Amer. J. Math. 54, 265—275 (1932). 

In Analogie zu den Bernoullischen Polynomen in einer Variablen werden für zwei 
Variable Polynome B,,n (2, y) definiert, die den Relationen 


Dan\® Sup ıy Yy 4 1) + DER Y) En Bu,n(% Er a7 y) 3 DEE Y I 1) = mna®-! ae - 


Ott’ m!n! 
Id Bnln = mm Bm-un-sm y) 


genügen. Mit Hilfe ‚dieser Polynome wird sodann eine der Euler-MacLaurinschen 
Formel entsprechende ee für die Doppelsumme 


> Si@+h y+k), 


=0 ı=0 
gebildet mit einer gegebenen Funktion f(x, y), abgeleitet; es ergeben sich hinreichende 
Bedingungen für die Gültigkeit der Formel im Limes Z> oo, wo. 
Lüneburg (Göttingen). 

Bailey, W. N.: Relations between some definite integrals involving self-reeiprocal 
funetions. J. London Math. Soc. 7, 82—87 (1932). 

This paper contains generalizations of some results of Ramanujan, which are 
derived from the following two theorems. (1) If f(x) is real and is its own Hankel 
transform of order v, -—1<»<}, and if 


n) = [r@) )a’*tcosina?dz, y(n -/H x) atisindnatdz, 
then 
P(n) sin® —_ = n""iIy(l/n)+ y(n) cos! ei BE 
y(n) sin” = = n""Io(l/n) — o(n) oe 2 


(2) I£ f(x) is its own cosine transform, then 


oo ® oo 
j® cosaze-MrAdz—n-texp (2 = ro cos eti®lndt. 
6 ö 


oo 


Theorems (1) and (2) are proved under the assumption that r “| f(t)| dt < oo, where 
ö 


min(,v» +3) <a =2 in the case of theorem (1), and O<x=2 in the case of 
theorem (2). J. D. Tamarkın (Providence, R.I.). 
Bosanquet, L. S.: Note on the limit of a function at a point. J. London Math. Soc. 
7, 100-105 (1932). 
Let @(t) be Z integrable in (0,7) and O<t<n.. Let 9,(t) = lt), 
t 


t 


1 : 
ent) = 4 [Pn-1(W du, n integer > 0, En+ulı) = & | - u)°t anlw) du, 
0 n 


eat nnje- uP-ip(u)du, B>0; 


CO(t) = pt), OD = A Bs(t). We say plt) = o(l)(H,p), or pl!) = o(l) 


(C,p), pZ0 a as 9,(t) = o(l), or C®(t)= o(1), t—0, with the corresponding 
definitions where “o” is replaced by “0” (C,p) and (H, p) Yirhite are equivalent. The 
following two neo are proved. (1) If o,(t) = O(1)(H,p) and plt) = o(1) (H, r) 
where r is a positive integer, then galt) = o(l1)(H,p +6), for every d>0. 
(2) E 0@d) = O(1)(0,p), and 0%) = o(l)(Q,r), then O9) = o(l)(0,p +9). 
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' _ The proof is based on the following three lemmas. (1) If C®@(t) = o(1)(C,r), then 
co) =oll)(C,r—a),0<Sa=<r. (M)U P=O()(C,p), and p()=o(l)(C,r), 
for some r>p, then o(t)=o(1)(C,g), provided that g> p. (3) If a(t)=o(l) (C,r) 
where r is a positive integer, then @(t) = o(1)(H,r), and conversely. Theorem (1) 
is a generalization of a corresponding theorem of Verblunsky [Proc. London Math. 
Soc., II. s. 32, 163—199 (1931), this Zbl. 1, 207). J. D. Tamarkın (Providence). 

Mulholland, H. P.: The generalization of certain inequality theorems involving 
powers. Proc. London Math. Soc., II. s. 33, 481—516 (1932). 

Den Ausgangspunkt der Untersuchung bildet eine Gruppe von Hardy-Little- 
woodschen Ungleichungen [J. reine angew. Math. 157, 141—158 (1927)], von denen 


die folgenden beiden die wichtigsten sind: Für A(x) = Da,2"” (,>0) gilt, wenn 
T 
r>p>]1,g>0 ist, mit einer gewissen Konstanten X = K(p,q, r) 


= Sen 


1 r 
far@a nur. (Daın a eo, (1) 
ö 1 
1 
Kür A,= fet(z)a* da (a(2)=0) ebenso 


| © {Era 1 _P+4-p4 ;% 
Dann? _R: IEZoR Io) @ı da. (2) 
} 1 0 


Analoga für gewöhnliche Dirichletsche Reihen wurden von Mulholland [Proc. London 
Math. Soc. (2) 29, 281—292 (1929)], für allgemeine Dirichletsche Reihen von Owen 
[J. London Math. Soc. 5, 270—271 (1930)] gegeben. — In der vorliegenden Note wird 
(1) für den Fall r = p, in dem K = {I'(1/g)Y die bestmögliche Konstante ist, in folgen- 
der Weise verallgemeinert: Wenn ®(z) wachsend und konvex ist, D(0) = 0, dann ist 


(el _ 2j°Aß) (1— a)"!dz Der) . er . A ni, (3) 
ö 1 


und I'(1/g) ist die bestmögliche Konstante. — Ferner: Wenn D(x)/x und X (x)/D(z) 
wachsen, und (x) den Bedingungen KY(2)<=0H(2x)<K’'Hl(a) 1<K<K') ge- 
nügt, dann ist mit gewissen Konstanten B, und B, 

.) ; (4) 


Ebenso eine Verallgemeinerung von (2) in der gleichen Art, und andere verwandte 
Ungleichungen, insbesondere über Dirichletsche Reihen. — Von wesentlichem Interesse 
ist es, daß die Frage nach der Notwendigkeit der Bedingungen, denen P(x), X(x) und 
$(x) unterworfen werden, behandelt und zum Abschluß gebracht wird. In (3) erweisen 
sich die Voraussetzungen über D(z) im wesentlichen als notwendig; in (4) werden die 
Monotonievoraussetzungen durch solche der ‚„Quasi-Monotonie‘“ ersetzt und damit 
ebenfalls die Notwendigkeitsfragen erledigt. R. Schmidt (Kiel). 

Dixon, A. L., and W. L. Ferrar: On divisor transforms. Quart. J. Math., Oxford 
Ser. 3, 43—59 (1932). 

Verff. geben eine dem Fourierschen Integraltheorem nahe verwandte Identität 
der Form: Aus 


Fig) = [Keyroaı folgt fl) = [Kit Fla)dz, 
ö ö 


xwa — 1) A(a)](l — arasxan[nD [Ber0() 
s 1 


wenn f(t) eine differenzierbare Funktion ist, die bei *— oo mit ihrer Ableitung hin- 
reichend stark gegen 0 strebt. Hierbei ist der Kern K(xt) eine Linearkombination der 


252 


n-ten Besselschen Funktionen 2. und 3. Art (oder ein ähnlich gebildeter Ausdruck). 
Der Ausdruck ‚‚divisor transforms‘ erklärt sich daraus, daß derartige Kerne in den 
Identitäten auftreten, die in der Theorie der Teilerzahlen bestehen. Der Beweis der 
obigen Reziprozitätsformel ist dem Beweise des Fourierschen Integraltheorems sehr 
ähnlich und benutzt den in & unstetigen Diskontinuitätsfaktor 


[eu2 Ianıı(21Y0) 7, 


Han. . ; 
ö = Hans Heilbronn. 


Miranda, C.: Sulla sommazione eol metodo di Poisson delle serie di Hermite. Atti 
Accad. naz. Lincei, Rend., VI. s. 15, 197—203 (1932). 
The author disousses Poisson ira, of the development (1) f(x) Tod, (2), 
H,„(&) representing Hermite polynomial, with 


fe 70 un a=0 (m = n), n!Yar (m= n), Dre a LE 


The discussion is carried out in two steps. 1°. The series (2) > oe"HA,(«) O<o<1) 
is shown to SOyRaın, ale in x (restricted to lie in an ea: finite interval) tothe - 
singular integral u(e,2) = [Te eo) de(Tie, t|o)= exp. a: 0x) „1er ( ee o) : 
Bu has the following "important properties: I(z,tl0o)>0 e>1l;t-#n), 

ii T (2, tlo)di = [- T(z,,t\o)dt = % (a, finite, arbitrary). This holds, provided, f(x) 


is les in eur a interval and | (x) |e”*”/* is sommable in (— oo, ee (these are 
the conditions actually used by the author in his analysis). 2°. u(0,x,) > 3 [f(x, + 0) 
+ f(z, —0)] (o>1) at any point x, of discontinuity of first kind for f(x), provided, 
| f(x) |e”“*' is sommable in (—o0, 00) for u >0 (and BE large). More gene- 


%tre 
rally, lim u(o, %,) (e>1) are contained between lim , = [ /(t) dt (the proof of this 
>02 
Dig 


statement is but briefly sketched). The above discussion is based on Mercer’s theorem, 

for the orthogonal functions {e-*#H, (a)! (n= 0,1,...) form a complete system of 
At 

eigenfunctions for the kernel ar. (— is). & + zen | f Y2r yl—o?, with 

eigenvalues 0” (O<o<I1l) (cf. W. Lebedeff, Die ale der Integralgleichungen, 


Thesis, Göttingen, 1906, 17). We must add that the Poisson sommability of 
Hermite series (1) to $[f(x, + 0) + f(x, — O)] (and of the generalized Laguerre 
series) follows from the results of E. Kogbetliantz (cf. this Zbl. 1, 137; 2, 188 and 
255), under more general conditions regulating the behavior of f(x) at infinity than 


those given in the paper under discussion. J. Shohat (Philadelphia). 
Dixon, A. L., and W. L. Ferrar: On Cesäro sums. J. London Math. Soc. 7, 87—93 
(1932). 


Let 1-2) 7-1 ı a, = PILZ nv Sn = 8%. The authors prove: If 


there exist two non- N hsing functions or n, V(n) and W(n) such that 8, = O(V), 
Sz=0(W), then, fr 0O<a<r<1, 8$=O[V!-(eln Wel]. They show that “O0” 
can be replaced by ‘“o” in the hypotheses and conclusions of the theorem. They state 
also that the restriction r < 1 can be removed. These results are analogues of the 
corresponding results of M. Riesz for integrals [Acta Litt. Sci. Szeged, 1, 194—126 
(1923)]. J. D. Tamarkın (Providence, R.1.). 
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Hardy, 6. H.: Summation of a series of polynomials of Laguerre. J. London Math. 


Soc. 7, 138—139 (1932). 


Für die Theorie der Konvergenz und Summation von Reihen, die nach orthogonalen 
Funktionen fortschreiten, 


© b 
fa) o I An Pn(®) (Jemtaontadr=0 fürm#n; mn =0,1,...; 
n=0 a 


b d 
4,n= te) Pn(z) dx Je ie) : 


ist es wichtig, die erzeugende Funktion der Reihe Ze Pn(%) 9n(y) zu kennen. In der 
vorliegenden Note gibt Hardy eine solche Kanon für 

ol) SI In +) In +1+ 2a)} rare U fe-zantte], (a, b) = (0, ©) 
(Laguerresche orthogonale Funktionen). Sie lautet: 


De-rmae -anlre. (un 
n=0 


Der Beweis, welcher für den speziellen Fall x = 0 kürzlich durchgeführt ist, benutzt 


oo 


die Mellinsche Umkehrformel, auf das Integral f e?"o,(2)dz= en (> —14#) 
angewandt. 0 J. Shohat (Philadelphia). 


Rozet, 0.: Sur les suites de Laplace de periode quatre. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 
1, 90—92 (1932). 


© Besicovitch, A. S.: Almost periodie funetions. Cambridge: Univ. press 1932. XIII, 
180 S. geb. 12/6. 

Depuis que Mr. H. Bohr a cre& la theorie des fonctions presque-periodiques, des 
progres nombreux et importants ont &te faits dans cette voie tant par le cr&ateur lui- 
In&me que par ses continuateurs: il ne semble donc pas premature d’ecrire aujourd’hui 
un livre sur ce sujet. — Dans le livre que Mr. Besicovitch presente au publicon trouvera 
les fondements de cette theorie exposes d’une maniere qui, pour &tre complete, n’en 
est pas moins elegante. L’ouvrage comprend seulement trois chapitres: le premier 
sur les fonctions presque-periodiques uniform&ement continues de Bohr, le deuxieme 
sur les gen£ralisations de cette notion et le dernier sur les fonctions analytiques p. p.; 
c’est-a-dire que chacun de ces sujets est trait& avec quelque ampleur. — Dans le premier 
chapitre le theor&me d’uniecite est etabli par la methode la plus simple actuellement 
connue: celle deMr. de la Vall&e Poussin qui utilise une idee deMr. Weyl. Le theo- 
reme d’approximation est expose suivant la methode de Mr. Weyl et suivant celle de 
Mr. Bochner. On remarquera aussi une &tude arithmetique des presque-periodes. 


Le chapitre II conduit le lecteur jusqu’ & la generalisation du theor&me de Riesz- 


Fischer due & l’auteur. Dans le chapitre III on trouvera, & cöt& des r&sultats fonda- 
mentaux de Mr. Bohr, l’exposition de resultats r&cents qui appellent d’autres recherches. 


' —Nul doute que cet ouvrage ne soit appel& a rendre de grands services & tous ceux qui 


voudront s’initier & la theorie des fonctions p.p. J. Favard (Grenoble). 


Differential-, Differenzen-, Integralgleichungen und Verwandtes: 
' Nicolesco, Miron: Sur la d&eomposition des polynomes difförentiels en facteurs du 
premier ordre. Math. Z. 35, 612—617 (1932). 
Die Ergebnisse dieser Mitteilung sind in anderen Arbeiten enthalten [vgl. S. Martis 
in Biddau, Sull’algebra delle forme differenziali lineari, Rend. Semin. Fae. Sci. Univ. 
Cagliari 1, 6—8 (1931), und A. Matta, Una relazione notevole fra i fattori di decom- 
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posizione di una forma e quelli della forma aggiunta associata, ebenda 1, 33—38 (1931)], 
über die in diesem Zentralblatt 4, 150 schon berichtet wurde. G. Cimmino. 


Bureau, Florent: Etude de Pintegrale de P’&quation u =y+ 1. Bull. Soc, 
Roy. Sci. Liege 1, 93—94 (1932). k 


Nakano, Hidegorö: Über den Konvergenzradius der Lösungen eines Differential- 
gleichungssystems. (Math. Inst., Kais. Uni. Tokyo.) Proc. Imp. Acad. Jap. 8, 113 
bis 115 (1932). 

Verf. gibt hier eine Verallgemeinerung eines früher von ihm für eine Differential- 


gleichung der Form 2 = f(x, y) bewiesenen Satzes auf ein System von n Differential- 


gleichungen [vgl. Proc. Imp. Acad. Jap. 8, 29 (1932) und dies. Zbl. 4, 148]. Die 
Funktionen f;(®, Yı, 49» ---,%) @=1,2,...,n) seien im Polyzylinder |z| <a, 
|y| <dr (k=1,2,...,n) reguläre Funktionen der n+1 komplexen Veränder- 
lichen &, Y1, Ya ---», Y%n- Das zu dem System der n Differentialgleichungen 

dy; 3 

ri CR REN G=1,2..5n 
gehörige durch (0,0,...,0) gehende Lösungssystem sei ; = 9;(2) (=1,...,n) und 
r der kleinste der Konvergenzradien der @;(x). Unter diesen Voraussetzungen gilt: 
Sind Flle], ||... Im): @=1 ...,‚n) im. Polyzylinder |z|<a,|y.| <b 
( 


k=]1,...,n) definierte positive Funktionen, die dort noch der Lip- 


schitzschen Bedingung genügen und in den Veränderlichen |y,| (7 =) 
monoton wachsen, für die ferner |f;(w, y%,...,„)|=F;(e],|Yı]; - - -, |%n]) 
für |x| <a, |y| <br und ,k=1,...,n, so gilt für den Konvergenzradiusr 


die Ungleichungr>Minf[a, ®7'(b,),..., ©,'(b„)]; hierbei bedeuten die DB; (| yl) 


die Umkehrfunktionen der zu dem System Ar =F;(e|, |yı|,---, ||) gehörigen 


durch (0,0,...,0) gehenden Lösungen |y;|= ®;(|x|). Bemerkt sei, daß der vor- 
stehende Satz für n—= 1 in den Hauptsatz der oben zitierten früheren Arbeit des 
Verf. übergeht. Thullen (Münster, Westf.). 


Völker, Valentin: Beweis für die Existenz der Integrale von linearen Differential- 
gleichungen an einer Stelle der Bestimmtheit. (Math. Semin., Univ. Würzburg.) Würz- 
burg: Diss. 1931. 26 8. 

Die Kenntnis eines Integrals (y,), das sich bei pos. geschl. Umlauf der unabh. 
Veränderlichen um die singuläre Stelle der Bestimmtheit rein multiplikativ verhält 
(die Existenz ist in bekannter Weise garantiert), gibt die Möglichkeit, die Diff.-Gl. 
durch die Substitution y= yı zdx auf eine Diff.-Gl. der nächst niederen Ordnung zu 
reduzieren. Der Verf. verwendet dies Verfahren zur vollständigen Diskussion des 
Fundamentalsystems an der betr. Stelle. v. Koppenfels (Hannover). 


Cerf, 6.: Sur Pintegration des &quations aux derivees partielles. ©. R. Acad. Sci., 
Paris 194, 1544—1546 (1932). 

Es wird eine allgemeine Methode zur Bestimmung von Integralen beliebiger par- 
tiellen Differentialgleichungen kurz angedeutet und am Beispiele der part. Differen- 
tialgleichung r = f (x, y, z, p, 9, s, t) genauer beschrieben. Man bildet das der 
Gleichung r = f(x, y, 2, p, 9, s, t) äquivalente Pfaffsche System, von der Klasse 7, und 
man sucht es durch Hinzufügen einer neuen Gleichung in denselben Veränderlichen 
derart zu verlängern, daß die Klasse des verlängerten Systems 6 sei. Das verlängerte 
System läßt sich in 6 (charakteristischen) Veränderlichen ausdrücken und stellt also 


an einer durch eine willkürliche Relation zwischen diesen Veränderlichen definierten 


Mannigfaltigkeit ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen vor. Die Integrale 
dieses Systems bestimmen von (Integrations-) Konstanten und der willkürlichen Re- 


lation abhängende Integrale der betrachteten part. Differentialgleichung. 
Borüuvka (Brno). 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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Ketehum, P. W.: Solution of partial differential equations by means of hyper- 


variables. Amer. J. Math. 54, 253—264 (1932). 


An algebra is developed for the derivation of general solutions of linear homo- 
geneous partial differential equations with constant coefficients. In the case of La- 
place’s equation in three variables use is made of a hypervariable w=ze_],+ xe,+ yeı 
where e_,,€,, €, are three of an infinite set of units whose multiplication table may be 
defined by putting e,= 1, e_„ = i* sin(n&), e„ = i" cos(n&). In the case of Airy’s 
equation in two dimensions A*w=0 the hypervariable is w= + ye, where 
&=1-+ 2ve, and the other unitsare , = 1, ,=1,,=te,. Laplace’s equation 
in n variables is also discussed. H. Bateman (Pasadena). 


Devisme, Jacques: Sur quelques öquations aux derivees partielles. C. R. Acad. 
Scı., Paris 194, 1550—1552 (1932). 

Die Note enthält, anschließend an frühere Noten (vgl. dies. Zbl. 3, 114, 345), 
einige weitere Resultate über die Differentialgleichung 


Una + Uyyy SE SUpyz —. 
und einige Verallgemeinerungen der entstandenen Probleme. 
R. Lüneburg (Göttingen). 

Hamburger, Hans: “Über die partielle lineare homogene Differentialgleichung 
zweiter Ordnung von hyperbolischem Typus, deren Koeffizienten in einer Veränder- 
lichen periodisch sind. II. Das Umkehrungsproblem und der Approximationssatz. Math. 
Ann. 106, 503—535 (1932). 

Es sei die Gleichung in I ii. 


ee „roa=0 


vorgelegt, wobei bund e für y<r=2% An differenzierbare Funktionen von x und 
y sind, und zwar in yperiodisch mit der Periode 2x. In der ersten Arbeit (vgl. dies. Zbl. 2, 
391) wurde das Integrationsproblem behandelt, alle in y periodischen Lösungen zu 
finden. Es zeigt sich dabei, daß die Lösung des Problems im wesentlichen bereits 


bestimmt ist durch die Funktion c,(z2) = = f c(z, y)dy und die Anfangswerte 


ö 
zweier „lösender Funktionen“, d. h. zweier, durch gewisse Bedingungen festgelegter 
Lösungen von bestimmten Integralgleichungen. Es ergibt sich daher das „Umkeh- 
rungsproblem“: Es werden differenzierbare, in y periodische Funktionen b und c 
gesucht, so daß die entsprechende Differentialgleichung ‚„lösende Funktionen‘ mit 
vorgeschriebenen Anfangswerten besitzt. Das Problem ist — wenn die vorgegebenen 
Anfangswerte den notwendigen Bedingungen Beige — immer lösbar, und zwar 


eindeutig, wenn noch c,(2) und b,(z) = 3 iR (x, y) dy vorgegeben sind. Der Be- 


weis wird durch sukzessive Approximation brach, Die Lösung ermöglicht es, Diffe- 
rentialgleichungen von vorgeschriebenem Typus zu konstruieren. — In der ersten 
Arbeit wurden ferner Kriterien für den Haupttypus gegeben, die aber erst die Kon- 
struktion gewisser Integrale des Problems erfordern. Es wurde jedoch gezeigt, daß 
das Problem jedenfalls dann vom Haupttypus ist, wenn man die Gleichung durch 
die Laplacesche Kaskadenmethode integrieren kann. Nun wird folgender Approxi- 
mationssatz bewiesen: Damit das Problem vom Haupttypus sei, ist notwendig und 
hinreichend, daß sich die Differentialgleichung durch solche Gleichungen gleichmäßig 
approximieren läßt, die nach der Kaskadenmethode integrierbar sind. Schwierig- 
keiten bereitet nur der Beweis für die Notwendigkeit der Bedingung. 
W. Feller (Kiel). 
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Sbrana, F.: Sull’equazione caratteristica dei problemi di propagazione in una 
dimensione. Rend. Circ. mat. Palermo 56, 58—64 (1932). 

Verf. bemerkt für die Gleichung mit konstanten Koeffizienten 

RU RU ou 

EP ade 
daß man die bekannten Lösungen des Anfangsproblems und des „gemischten“ Problems 
auch unter Verwendung der Heaviside Symbolik ableiten kann, ein nicht gerade un- 
erwartetes Ergebnis. Lewy (Göttingen). 

Siddigi, M. R.: Zur Theorie der nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen vom 
parabolischen Typus. Math. Z. 35, 464—484 (1932). 

Beweis des Satzes: Die Differentialgleichung u, — = P(z,t; u) besitzt eine 
und nur eine mit ihren partiellen Ableitungen w,, u,,, u im Bereich 0<z <n,0<t 
stetige Lösung u (z, t) die für z= 0 und x = n verschwindet und für t = 0 vorgegebene 
Randwerte f(x) annimmt. Dabei muß vorausgesetzt werden: P(z,t; u) läßt sich in 


eine Potenzreihe der Form Iyp,(s, t) u” entwickeln und die Funktionen p,(z, t) sind 
mit ihren ersten und Re nach z in dem ganzen in Frage kommenden 
Bereich stetig und gleichmäßig beschränkt; f(x) = Ey sinnz mit konvergentem 
>> |&a|.— Beweismethode (in Anlehnung an Dec stein): Fourieransatz 
N t) => (£) sinn x und Auflösung eines Systems von Integralgleichungen. — Ein ent- 


n=1 
sprechender Satz wird für die allgemeinere Differentialgleichung u,,— u=P(z,t; u, u,) 
bewiesen. Rellich (Hamburg). 
Panow, D.: Über die angenäherte numerische Lösung des Problems der Wärme- 
leitung. Z. angew. Math. Mech. 12, 185—188 (1932). 


Brelot, Marcel: Quelques proprietes generales des integrales bornees de Au = 
e(M)u, ce>, sur un domaine born ouvert oü ce est continu 0. Bull. Sci. math., 
II. s. 56, 105—117 (1932). 

In his previous work [Ann. Ecole Norm. IIIs. 48, 153—246 (1931), this Zbl. 2, 
259] the author investigated the case where c(M) was continuous in an (open) domain 
2, except for an isolated singular point. In the present päper various extensions are 
given of the previous results to more complicated cases of the boundary of 2. It is 
shown in particular that, if 2 is a Dirichlet domain (i. e. admits of a solution of the 
classical Dirichlet’s problem with continuous boundary values), then it is always 
possible to construct a function k(M), continuous and >0 on (2, such that whenever 
c(M) = k(M), the only bounded solution of Au= c(M)w is u(M)=0. It is shown 
that this result can be extended to more general cases of the boundary of 2. The 
existence of positive non-bounded solutions, = 0,is demonstrated. J.D. Tamarkin. 

Brelot, Marcel: Etude ä la frontiere de la solution du probl&me de Dirichlet generalise 
relatif & Pöquation (I) Au=cu+f; e(M)>®, |f(M)| borne. Ist. Lombardo, 
Rend., II. s. 65, 119—128 (1932). 

Dans un me&moire precedent [Ist. Lombardo, Rend., I. s. 63 (1930)], laut. a defini, 
pour l’equation (l)an> 2 variables, un probleme de Dirichlet gen£ralise, analogue 
au probleme defini par Wiener dans le cas harmonique; il prend le laplacien dans un 
sens generalise, comme dans sa these [voir ce Zbl. 2, 259 (1931)]; e et f sont continus 
en tout point d’un domaine (ensemble ouvert connexe) donn& (2, ou plus generalement 
d’un ensemble ouvert donn& ö. Soit Q un point-frontiere de ö; une suite de points M,„ 
tendant vers Q est reguliere si, pour toute distribution continue, la suite des valeurs 
correspondantes de la solution u tend vers la valeur en Q de cette distribution. Si toute 
suite de points M,„ tendant vers Q est reguliere, on dit que Q est regulier. Si une suite 


j 
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‚de points M,„ tendant vers Q est r&guliere pour Öö, l’aut. d&montre qu’elle est aussi regu- 


liere pour tout ensemble ouvert qui coincide avec ö dans un domaine contenant Q. L’aut. 
demontre que, pour qu’une suite M„ tendant vers Q soit reguliere relativement & !’e- 


' quation (1), il faut et il suffit qu’elle remplisse deux conditions: 1° &tre harmoni- 


quement reguliere; 2° la solution du probleme correspondant & la valeur constante 1 
sur la frontiere et & la fonction f = 0 doit tendre vers 1 sur la suite. Si c est borne au 
voisinage de Q, la deuxieme condition est superflue. L’aut. donne en outre un critere 
pour la regularite harmonique d’une suite. Georges Giraud (Clermont-Ferrand). 

Foä, Alberto: Determinazione di una funzione armonica u(0, 0) [0,0 coordinate 
polari] in una corona eircolare, quando sul eontorno della corona siano date due combi- 
nazioni lineari a coefficienti costanti [fı (0), fe(0)] della funzione w e delle sue deri- 
vate rispetto ao ea Od. Ist. Lombardo, Rend., II. s. 65, 223—236 (1932). 

L’auteur se propose de determiner dans la couronne de centre 0 et de rayonsr et R 
une fonction harmonique «(o, 0) qui sur les deux cercles O, et Cr soit finie et con- 
tinue ainsi que ses A Ye ar telle enfin que l’on ait: 


sur(r:u — ten f1(0) 


sur(, :u + we > u = u) 


ER, wW, RE | donnees satisfont & la seule condition (A?+ u?) A? + wW) +0. 
— L’a. en supposant que u existe, utilise un developpement & coefficient indeter- 
mines tire d’un article de M. Picone [Boll. Un. Math. Ital. Vol. V (1926) 115—118] et 
determine ces coefficients par un facile calcul d’identification en se bornant au cas oü 
aucun des determinants du 4@me ordre dont depend le calcul n’est nul. — Dans la se- 
conde partie de l’article l’a. verifie ‚que la serie obtenue pour u(e, 6) est uniformement 
convergente dans la couronne ainsi que les series qui representent Ou/do et du/0, si 
l’on fait les hypotheses suppl&mentaires suivantes: 1°) Les coefficients de Fourier 
des fonctions f, et f, satisfont aux relations 


>; 4=02); B=0,; a=0l,); &=0f,). 
2°) Les series de Fourier conjuguees & celles de f, et f, representent des fonctions 
continues. E. Blanc (Rome). 

Humbert, Pierre: Sur une generalisation du potentiel. C. R. Acad. Sci., Paris 194, 
1549—1550 (1932). 

V(x, y,z) sei das mit der hypergeometrischen Funktion „F,(1; u) als Integranden 
gebildete Oberflächenintegral 


V= Klo (1;u)do, 
= (@-a® + y-5®+@-0°-3@-a)(y—b)e- 0), 
erstreckt über die algebraische Fläche 


Angerer —i: 
Der Verf. zeigt, daß a der symbolisch geschriebenen Differentialgleichung 


 Diämma (gut aya) 4 - au + zen) 00 tum) 7-7 


genügt. Lüneburg (Göttingen). 

Glücksohn, Jakob: Zum Entwicklungsproblem nach Lamöschen Funktionen. 
Würzburg: Diss. 1931. 38 8. 

Für die Lame&schen Potentialfunktionen erster Art (beim Verf. K-Klasse genannt) 
hat F. Lindemann die Existenz unendlich vieler Nullentwicklungen nachgewiesen, 
indem er zeigte, daß jede Funktion dieser Art sich in eine konvergente unendliche 
Reihe von Funktionen derselben Art entwickeln läßt. Verf. beweist Analoges für die 


[fi et f; fonetions donnees, continues, de 
periode 27] 
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Funktionen zweiter und dritter Art (beim Verf. Z- und M-Klasse genannt). Hierdurch 
ist bewiesen, daß die erwähnten Funktionen zur Darstellung analytischer Funktionen 
einer Variablen ungeeignet sind. Verf. beweist unter Heranziehung linearer Integral- 
gleichungen die Entwickelbarkeit einer Funktion zweier Veränderlichen im Reellen 
und sodann im Komplexen, stellt die allgemeinste Form der zu entwickelnden Funk- 
tion auf, untersucht die Konvergenzbereiche und beweist die gleichmäßige Konvergenz 
der Reihen mit Hilfe asymptotischer Ausdrücke für die Lameschen Potentialfunk- 
tionen und die zugeordneten Lameschen Funktionen und Produkte. Es wird E. Hilbs 
Ergebnis unterstrichen, daß eine Extrapolation auf Rotationsellipsoide unzulässig ist. 
M.J.O. Strutt (Eindhoven). 

Korn, A.: Über eine Entwieklung der Lösung der Telegraphengleichung nach Bes- 
selschen Funktionen. Math. Z. 35, 544—552 (1932). 

Das Ergebnis dieser Untersuchung lautet, daß der Ausdruck: 


T 


t—- — 


0-v .[ereen -o(d)J, (ie /« — 1)? — &d) («<vt) 
ö 


in eine gleichmäßig konvergente Reihe: 


: ERTe $ Er : = 
—i0v V* FE au laulie % -2) AR: i2 
j-1l 


entwickelt werden kann. Die Koeffizienten A,, genügen dabei einigen einfachen Re- 
lationen. Die Funktion @(z) soll in einem genügend großen Kreise der z-Ebene ein- 
deutig und regulär sein. M.J.O. Strutt (Eindhoven). 
@ Henry, Alfred: Le ealeul des differences finies et ses applieations avee de nom- 
breux exemples trait&s dans tous leurs details et un grand nombre d’exereises suivis de 
leurs r&ponses. Traduit de anglais par A. Sallin. Paris: Hermann & Cie. 1932. 2118. 


Fres. 50.—. 

The Calculus of Finite Differences occupies about a half of this book, while we find an 
exposition of the elements of the Infinitesimal Calculus which, we believe, is too short for a 
beginner and unnecessary for the reader familiar with the subject. It would have been better 
to give a summary of the fundamental formulae of the Calculus (retaining, of course, the chapter 
on approximate integration), adding, instead, the elements of the important theory of diffe- 
rence equations, at present entirely omitted. — The author does not claim any mathematical 
rigor. Hence, in many instances the terminology and definitions are vague and the statements 
not properly justified (for ex., notions of limit, convergent series, definite integral as limit of 
a sum, error in the interpolation formulae). One also finds a few rather annoying misprints 
(the original English edition was not available at the time of writing these lines) and incom- 


% i x(z2 — 1) 
plete statements |log(1 — x) = —x — a (x <1, instead of -1<x<I]); See +06 
n+1 
as the definite integral (Sum) of x, [| "dx = Sn ‚„ without explicitly stating n + -1). 
A good feature of this book, which makes it a useful source of information, are its many illustra- 
tive examples, particularly, on interpolation in one and several variables. — The book closes 
with a chapter on the Theory of Probability, with many problems and examples chosen in a 
very interesting and elucidating manner. J. Shohat (Philadelphia). 


Haldane, J. B. S.: On the non-linear difference equation Az, = kp(&„). Proc. 
Cambridge Philos. Soc. 28, 234—243 (1932). 
In the theory of natural selection arises the difference equation 
Ln41 = Im — kl — 1)? 
where k is a constant. This is a special case of the difference equation entering into 
the following theorem which is here proved: If 


In mt kop(&n) 
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, where kis a constant and @(x) is a given single-valued function of x, then 


I SEE 2 


"where 


Cn 
l 
= + [e® k)dx 
% 


oah= I" he), ha) =1pk) 
2 r=1 
and f,(x) in general is a by 


1 mOr[p a)" Malday"" () = 0, 


provided that the infinite series for (x, k) is uniformly convergent. The author has 
not been able to determine the conditions of convergence of this series. A few cases 
are given to illustrate the applications of the theorem, but the biologically important 
case is treated in a separate communication. Among the applications are those to 
fractional and differential iteration, to complex iteration and to cyclical iterations 
with real periods. R. D. Carmichael (Urbana). 

Hardy, 6. H., and E. C. Titehmarsh: An integral equation. Proc. Cambridge 
Philos. Soc. 28, 165—173 (1932). 


The integral equation (*) f(x) = To) ul! (y— x)*"ıIf(y)dy is being considered. 


On defining a “solution” of (*) as a Feten f(x) which is Z integrable over every 
positive finite range of x, while the integral in (*) is understood as an improper Z, inte- 


x 
gral, lim [ ‚ the authors prove that the only solutions of (*) are /(x)= (’e”“* where 
X>9,6>0 z+ö 
(© is constant and a —= 41“. The proof consists in a careful application of a modified 
Mellin’s transformation. Several delicate points have to be elucidated. Tamarkin. 
Paradiso, L. J.: Solutions of bounded variation of the Fredholm-Stieltjes integral 
equation. Bull. Amer. Math. Soc. 38, 255—258 (1932). d 
It is shown that the equation (*) @(z) = f(x) +4 ft K(x, y) dgo(y), where 


a 
f(x) is of bounded variation on (a, b), XK(z, y) is bounded on a<=x, y=b, and is con- 
tinuous in y for fixed x, and of uniformly bounded variation in x for fixed y, admits 
of a unique solution @(x) of bounded variation, that is given by the familiar power 
b 


series in A, provided |A|< 1/7x, Tz=1-u*b [| d,K(x, y)|. Under the restrictive 


a 
assumption of continuity of X and X, in (x, y), the existence of a unique solution 
is proved for all values of A except for a discrete set of characteristic values. It should be 
observed however that the first result is an immediate consequence of the well known 
theory of linear bounded transformations (applied in the present case to the space of 
functions of bounded variation) while the second result follows from the fact that, 
under the restrictive assumptions above, the equation (*) is immediately reduced to 
the classical Fredholm (“Riemann” in the terminology of the author) equation. 

J. D. Tamarkin (Providence, R.1.). 

Anderson, R. Lueile: A problem in the simultaneous reduetion of two quadratie 
forms in infinitely many variables. Ann. of Math., II. s. 33, 229—260 (1932). 

The problem considered in this paper is that of the simultaneous reduction of 
two limited quadratic forms in Hilbert space to a canonical form, in the case in which 
the matrix A of one form is a diagonal one, the diagonal containing both zero. and 
unity. The solution of the problem is made to depend upon the solutions in A, X, Y, 
(A being constants, and X and Y vectors in Hilbert space) of the simultaneous equa- 


In 
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tions 0=AQUX+QıY) Y=AQX+0Q,Y), where Q, and Q, are symmetrie 
and Q/ is the transposed matrix of Q,. Cases are studied under which it is possible to ' 
prove the following theorem: If Z is the vector (X, Y) = (2), 29, . - -, Y1> Ya» - -.) 
then the two quadratic forms A(Z, L),Q(L, L) associated with the equation AL = AQLZ 
can be expanded into absolutely convergent series: Q(L,L)= 2,(M,L) (QUL); 
A(L,L)=2,(M,L) (AL,L) the vectors 2, being solutions (a) 2, solutions of 
AL=4QL, for 4x # 0; (b) 25 solutions of AL= AQL for A=0; (c) 2, solutions of 
AL=AQL+Q% for A=0; and M, form with 2, a biorthogonal system. The 
assumptions are such that Qis virtually completely continuous. It is assumed through- 
out that Q, is of the form E + P where E is the identity matrix and P a completely 
continuous matrix, and Q, is completely continuous. Then it is shown that the theorem 
is valid in the following cases: (1) Q, has a reciprocal, Q, is completely continuous; 
(2) 9, = 0, Qı and Q closed, Q,Q| has a reciprocal; (3) Qu, = 0, Qi closed, Q, not 
closed, Q, Q/ has a reciprocal (this case is fundamental for the remainder); (4) Q, not 
closed, @1 not orthogonal to any X for which Q9,X = 0, Q, completely continuous; 
(5) d(ı == 0, Q, closed; (6) Q,, Q, orthogonal to a finite number of vectors X,. 
An extension is made to the case in which the diagonal matrix A has terms different 
from unity but subject to the condition that they are all greater than a positive con- 


stant m. Hildebrandt (Ann Arbor). 
Hopf, Eberhard: Theory of measure and invariant integrals. Trans. Amer. Math. 
Soc. 34, 373—393 (1932). ’ 


In der ‚allgemeinen Dynamik“, die nach den Arbeiten von Poincare und Birk- 
hof entwickelt worden ist, spielen eine große Rolle die „konservativen Transforma- 
tionen“, d.h. solche Transformationen, die eine positive Integralinvariante besitzen. 
Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist, die allgemeinen Eigenschaften solcher Trans- 
formationen zu studieren. Dabei werden viele wichtige Sätze aufgestellt. Es sei mit 
T eine eineindeutige analytische Transformation einer analytischen Mannigfaltigkeit 
in sich bezeichnet. Mit m(a) und a, werden das Maß der Menge a bzw. das Bild von «a 
bei Anwendung der k-ten Potenz von T bezeichnet. Zwei Mengen A und A’ werden 
„Zerlegungsbilder“ voneinander genannt, wenn zwei solche Zerlegungen 4 = Da’ 


+9 
und A’= Da® existieren, daß a«® = ar, sind. Es sei {f} = Ib; die minimale in- 
idi=—o0 
variante, b enthaltende Menge und a <{b}. Zerlegen wir a in eine Summe >,0' 
(C# 0 = 0, u + v), wobei vorausgesetzt wird, daß für jedes C* ein n; mit der Eigenschaft 
c9= (0%, Cb existiert. Solche Zerlegungen sind für beliebige « < {b} möglich. 


Bezeichnen wir mit I) die Summe >’m(C") und mit w(a), die untere Grenze von 
0 


D)% in bezug auf alle zulässigen Zerlegungen der Menge a. Diese untere Grenze nennt 
der Verf. ‚„‚Kompressibilitätsmaß“ der Menge a in bezug auf die Menge b. Dieses 
Kompressibilitätsmaß ist additiv und besitzt die Invarianzeigenschaft in bezug auf 7. 
Es sei A(b) = u({b}),. Es gilt der Satz: Damit in der Mannigfaltigkeit M eine in bezug 
auf T invariante Maßbestimmung möglich wäre, ist notwendig und hinreichend, daß 
jede meßbare Menge eine Untermenge b mit der Eigenschaft O0 < A(b) < oo enthält. — 
Von den weiteren Sätzen sei hier der folgende wichtige Satz angeführt: Die notwendige 
und hinreichende Bedingung für die Existenz in M einer invarianten Maßbestimmung 
m* ist die Gleichung m(M — M’') = 0, wobei M’ ein beliebiges ‚„Zerlegungsbild“ 
von M bedeutet. L. Schnirelmann (Moskau). 


Funktionentheorie : 


Stoilow, S.: Les proprietes topologiques des fonetions analytiques d’une variable. 
Ann. Inst. H. Poincare 2, 233—266 (1932). 

Viele wichtige Eigenschaften der analytischen Funktionen sind topologischer 
Natur. Das Analytischsein ist aber eine metrische Eigenschaft. Es ist wichtig, diejenigen 
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‚ topologischen Eigenschaften der analytischen Funktionen zu bestimmen, aus welchen 
ı ihre charakteristischen geometrischen Eigenschaften folgen werden. Dieser Aufgabe 
' ist die vorliegende Arbeit gewidmet. Der Verf. faßt eine Riemannsche Fläche einer 
' Funktion Z= f(z) ins Auge. Auf dieser Riemannschen Fläche sei ein Gebiet aus- 
, gewählt und das ihm entsprechende Gebiet auf der komplexen Sphäre. Beide Gebiete 
; werden beliebig voneinander unabhängig eineindeutig und stetig deformiert, und dadurch 


wird eine neue Zuordnung der neu entstandenen Gebiete definiert. Diese Zuordnung 
nennt der Verf. „topologisch äquivalent‘“ der Funktion Z= f(2). Der Hauptzweck 


‘ der Arbeit ist, eine rein topologische Charakterisierung. der Transformationsklasse 
zu finden, die der Klasse der analytischen Funktionen topologisch äquivalent sind. 
‘ Die Antwort bekommt der Verf. in einer recht einfachen Form: Die gesuchten äqui- 


valenten Klassen bilden die ‚inneren Transformationen“, d. h. solche Transformationen, 


' die die folgenden zwei topologischen Eigenschaften besitzen: Sie führen 1. die inneren 
' Punkte und 2. die Kontinua wieder in innere Punkte bzw. Kontinua über. Diese Trans- 


formationen besitzen die folgende wichtige Eigenschaft: Es sei p, ein Punkt des Ge- 
bietes (2) auf der Sphäre (S), welches in einen Punkt P, des Gebietes (R) auf der 
Sphäre (‚$) übergeht. Es existiert eine solche dem Punkte p, entsprechende natürliche 
Zahl n,= 1, daß es möglich ist, in jeder Umgebung von p, ein p, enthaltendes Gebiet 
zu finden mit folgenden Eigenschaften: Die Begrenzung ist ein einfacher Bogen, es 
kann durch n einfache, von p, ausgehende und auf der Begrenzung endende einfache 
Bogen in n Sektoren zerlegt werden, von denen jeder in ein- und denselben Kreis 
mit dem Zentrum P, übergeführt wird. In jedem Sektor ist die Transformation ein- 
eindeutig. Die Punkte, für welche n >1 ist, sind notwendigerweise isoliert. — In 
der Arbeit wird eine Reihe von anderen Eigenschaften der inneren Transformationen, 


' insbesondere das Verhalten derartiger Transformationen auf dem Rande des De- 
‚ Hinitionsgebietes untersucht. L. Schnirelmann (Moskau). 


Corput, J. 6. van der: Über die Winkelakleitung bei konformer Abbildung. Akad. 
Wetensch. Amsterdam, Proc. 35, 330—334 (1932). 

Visser a donn& recemment, par une analyse tres simple, une condition suffisante 
pour que la derivee angulaire & l’infini d’une fonction holomorphe dans un demi-plan, 
et y prenant des valeurs appartenant & ce demi-plan, soit positive (voir Zbl. Math. 3, 
211). VanderCorputdonneä cette condition une forme &quivalente, mais plus maniable, 
comparable ä celle plus generale donnee par Ahlfors, et voisine d’un resultat obtenu 
par Wolff (C. R. Acad. Sci., Paris 191, 921). Elle decoule de cet enone£e: Soit w(t) > 0 


oo 


pourt>0et telle que [Max v1 converge;silafonctionZ(@)=Z(z-+iy) 


0=zy=u 


1 

est holomorphe dans le domaine > w(|y|), y arbitraire, et si sa partie 
reelle est positive, le quotient Z(x)/w est born& pour zreel superieur & 
w(0) +1. La demonstration de l’equivalence de cet enonce et de celui de Visser est 
elementaire, simple et Elegante. Je ferai remarquer que, dans la condition suffisante 
deduite du resultat de la note citee de Wolff, la fonction g@(r) peut &tre supposee 
seulement croissante, ce qui fournit une condition voisine de cellede van der Corput, 
mais moins generale. @G. Valiron (Paris). 


Marty, F.: Sur les derivees. seconde et troisitme d’une fonetion holomorphe et 
univalente dans le cerele unite. C. R. Acad. Sci., Paris 194, 1308—1310 (1932). 

Für die höheren Ableitungen einer regulären und schlicht abbildenden Funktion 
f@)=2+ @2?-+ ... werden in Ergänzung des Koebe-Bieberbachschen Verzerrungs- 
satzes Abschätzungen nach oben angegeben 


Pen! er tina =r—k. 
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Diese Abschätzungen sind bewiesen für n = 2,3, während sie für größere n unter der 
Annahme der Bieberbachschen Vermutung |a,|<n bestehen würden. Das Ergebnis ' 
folgt unmittelbar aus der Tatsache, daß die Funktion 


0 = It) fol: rau- m 


die beim Verzerrungssatz üblichen Voraussetzungen erfüllt, und aus den erwähnten 
Koeffizientensätzen. Ullrich (Marburg, Lahn). 

Takenaka, Satoru: On the expansion of an integral transcendental function of the 
first order in generalized Taylor’s series. Proc. Imp. Acad. Jap. 8, 59—62 (1932). 

Verf. zeigte früher (dies. Zbl. 1, 398), daß eine ganze Funktion f(z) vom Normal- 
typus 7 der Ordnung 1 identisch verschwinden muß, wenn jede ihrer Ableitungen in 
einem Kreise vom Radius 0 < 1/re wenigstens eine Nullstelle hat. Dies und ähnliche 
Ergebnisse werden nun dadurch bewiesen, daß zu vorgegebenen Stellen a, aus einem 
solchen Kreise eine Polynomfolge p„(z) konstruiert und gezeigt wird, jede Funktion 
f(z) der bezeichneten Art sei entwickelbar in eine Reihe der Form I//® (a,) ?n(2); 
hätten f(z) und alle seine Ableitungen wenigstens eine Nullstelle im Kreise, so könnten 
diese als a, der Konstruktion zugrunde gelegt werden, woraus f(z) = 0 folgt. 

Ullrich (Marburg, Lahn). 

Valiron, G.: Sur les direetions de Borel de certaines fonetions entieres. ©. R. Acad. 
Sci., Paris 194, 1305—1308 (1932). . 

Valiron, 6.: Sur les direetions de Borel de certaines fonetions entieres d’ordre infini.. 
C. R. Acad. Sci., Paris 194, 1552—1555 (1932). 

In der ersten Note werden zunächst einige frühere Ergebnisse über Borelsche 
Richtungen (dies. Zbl. 2, 402; 3, 263) auf einen verschärften Ordnungsbegriff übertragen, 
der den Lindelöfschen noch umfaßt. Ferner werden im Anschluß an Pölya (Math, 
Z.29, 1929) die Beziehungen der Borelschen Richtungen für die ganze Funktion 
R d)=- bb +52 +. - +" + --- 
mit den Eckenrichtungen des Borelschen Summationspolygons für die im Einheitskreis 
konvergente Potenzreihe 

Feı))=o. ta? +. m" +---, on —buns 
untersucht; dies wird besonders für den Fall durchgeführt, daß F(z) entweder schlecht- 
hin, oder doch in einem Kreise meromorph ist, der das Summationspolygon in seinem 
Inneren enthält. Der Schluß der ersten und die zweite Note behandeln ein ähnliches 
Problem, nur daß an Stelle der Borelschen Summierungsfunktion D®(z) = & = %z"/n! 
allgemeiner im AnschlußanMittag-Leffleru.a.m. die ganzeFunktion P(z)=2%2"/O(n) 
benutzt wird, um F(z) mit c„ = b„ O(n) zu f(z) zu assoziieren. Z. B. kann gezeigt werden, 
daß unter geeigneten Voraussetzungen über die $(n) in jedem Winkelraum, dessen Sym- 
metrale eine Singularität von F(z) trifft, | f(z2) | von der Größenordnung des Maximal- 
betrags M (r, f) ist. Die Aussagen werden im allgemeinen um so schärfer, je rascher 
®(z) wächst. Ullrich (Marburg, Lahn). 

Popken, J.: Über die ordinäre Nullstellenverteilung eines Produktes von Weier- 
strass’schen O-Funktionen. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 34, 1126—1140 (1931). 

Aufstellung von notwendigen und hinreichenden Bedingungen, damit die k-fachen 
Nullstellen (k<n) der Funktion 


F(z) = o(z| ®,, 4) o(2| ws, ©)... o(z| @,, ©7) 


im Borelschen Sinne ordinär verteilt sein sollen. Speziell sind die n-fachen Nullstellen 
immer ordinär verteilt. Eine hinreichende Bedingung für die ordinäre Verteilung der 
Nullstellen ist, daß die Zahlen w,, &/, algebraisch und die Quotienten ©, : @, nicht 
reell sind. Die Fälle k= 1 und n = 2 werden ausführlicher besprochen, und eine sich 
auf den zweiten Fall beziehende Behauptung von C. Störmer wird durch ein Gegen- 
beispiel widerlegt. E. Hille (Princeton, N. J.). 
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| Wahrscheinlichkeitsrechnung, Versicherungsmathematik : 


\ © Laplace, P. S. de: Philosophischer Versuch über die Wahrscheinlichkeit. Hrsg. 

| v. R. v. Mises. (Ostwalds Klassiker d. exakt. Wiss. Begr. v. Wilhelm Ostwald. Fort- 

gef. v. A. v. Oettingen. Neu hrsg. v. Wolfgang Ostwald. Nr. 233.) Leipzig: Akad. 
Verlagsges. m. b.H. 1932. VI, 211 S. RM. 9.60. 

Eine deutsche Übersetzung der Laplaceschen Abhandlung, neu herausgegeben 
von R.v.Mises und mit ausführlichen Anmerkungen versehen von H. Pollaczek 
Geiringer. Lüneburg (Göttingen). 

Fröchet, Maurice: Sur la convergence des probabilites en chaine. ©. R. Acad. Sci., 
Paris 194, 1542—1544 (1932). 

Eine Reihe von Ergebnissen betreffend die Markoffschen ‚verketteten‘‘ Vorgänge. 

Ein materielles System sei der Zustände E,, E,,..., E, fähig, die sich gegenseitig 
ausschließen mögen. P/% sei die ESS für den Übergang E,> E, in 


| n „Schritten“, 9, = Pl, nn = — “>, Pf. Dann gelten die Sätze: 1. Jedes y; kon- 


1 
'  vergiert gegen einen bestimmten Grenzkört 7%, für n>w. 2.7 — ur =0O|- 
3 J n 


3. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß ,; von 7 unabhängig ist, 
besteht in der Einfachheit der Wurzel s=1 der Gleichung A(s) = 0; hierbei ist 


Pre ur> Paı a Prı | 
A(s) = Pı2 Paa 78 Pr2 
| Pır P2r Pır 78 


4. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 77,;, weder von j noch von k 
abhängt, besteht in der Einfachheit der Wurzel s= 1 der Gleichung A (s) = 0 und in 


der Zusatzforderung In =1(k=1,2,...,r). 5. Die Forderung, daß s=1 die 
=1 


einzige Wurzel der Gleichung A(s) =0 vom absoluten Betrag 1 sei, bildet eine not- 
wendige und hinreichende Bedingung für die Limesgleichungen PA} > n,,; (n> 00; 
,k=1,2,...,r). 6.Im allgemeinen Fall zerfällt P/} in zwei Summanden, von 
denen einer gegen 7%%,, konvergiert, während der andere sich gegenüber n periodisch 
verhält. Ein Satz über die Streuungen der Häufigkeiten verschiedener Zustände ist 
noch beigefügt. Die Beweise sowie die Erweiterung auf den Fall kontinuierlicher 
Übergänge sollen alsbald veröffentlicht werden. A. Khintchine (Moskau). 


Fröchet, Maurice: Remarques sur les probabilit&s des &v&nements en chaine. C. R. 
Acad. Sci., Paris 194, 1785—1786 (1932). 

Fortsetzung einer früheren Mitteilung (vgl. vorstehendes Referat, auch betreffs 
der Bezeichnungen). Der Fall PY > n,,;, n>®,j,k=1,2,...,r) sollhalbregulär 
heißen; ist dazu ,;—= rn, von 7 unabhängig, so wird der Fall als regulär bezeichnet. 
Sei ff die relative Häufigkeit des Zustands Z, in einer vom Zustand E, ausgehenden 
Reihe von » Schritten und (E%%)? die mathematische Erwartung von (— ur (es 
ist zu bemerken, daß n$7/ evidenterweise die mathematische Erwartung von im ist). 
Die zitierte Mitteilung enthielt den Satz, daß im regulären Fall 


im ha zu] = m m Fin) (men an) 
n>& n=1 


ist. Die neue Mitteilung enthält Verallgemeinerungen dieses Resultats auf den halb- 
regulären und singulären Fall. Zunächst ist in allen Fällen 


lim Ei = = 7, K(Aer —_ N,;) = (w;r)?. 
n>%© 
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Im regulären Fall verschwindet ,;, im halbregulären sind beide Möglichkeiten &,,= 0 


und @;; + 0 vorhanden. Im allgemeinen Fall ist E/, falls &,, = 0, mindestens von ; 


der Ordnung n-!/2, Im halbregulären Fall ist dazu lim YnE — &%;; vorhanden und 
n>& 


(0)? = (ll — nt 2558) + 2syularr — Ar): 

Wegen @,; = 0 ist entweder 77;,; — 7%;, = 0 und folglich (&,,)? = r;,(1 — 7, + 25;:) 
oder 77; = 0 und dann (%,,)? = 28,;7%;. Schließlich wird für den regulären Fall eine 
Anweisung zur Berechnung der Größen s,, angegeben. A. Khintchine (Moskau). 

Romanovsky, V.: Sur la loi sinusoidale limite. Rend. Circ. mat. Palermo 56, 
82—111 (1932). 

Verallgemeinerung und Weiterentwicklung der Untersuchungen von Slutsky 
(©. R. Acad. Sci., Paris 185, 169) über Reihen zufälliger Variablen, die sich im Limes 
einer sinusoidalen Anordnung nähern. Sei ...%_1>%,2%+1>-.. die gegebene Reihe, 
die Mittelwerte aller Variablen sollen verschwinden, die Streuung 0? für alle Variablen 
denselben Wert haben; r; sei der Korrelationskoeffizient zwischen 2, und z;,; (von ö 
unabhängig vorausgesetzt). Die Reihe soll von einem Parameter n abhängen, so daß 


o?= f(n), r„= p(k,n) wird; R; soll der evtl. vorhandene lim >, sein. Die Slutskysche 
n>X©9 


Voraussetzung, daß der Absolutwert des Korrelationskoeffizienten zwischen 2;,,; und 


A?z, für n— oo gegen 1 strebt, wird zunächst durch die einfachere ,=2 RR —1 


ersetzt. Die Slutskysche Konstruktion (,gleitende‘‘ Summation mit nachfolgender 


Differenzenbildung) von Reihen, die im Limes eine sinusoidale Anordnung erhalten, 


wird verallgemeinert, indem statt 2 eine beliebige Anzahl s von aufeinanderfolgenden 
Reihengliedern summiert wird. Beispiele werden diskutiert. Ferner wird folgender 


Satz bewiesen: sei Z’z; die bedingte mathematische Erwartung der Variablen 2, bei 
gegebenen Werten von 2,%;41»:-.»2i+2m (m eine fest gewählte natürliche Zahl); 
o? und alle Z’z, seien gleichmäßig beschränkt in bezug auf n; damit dann die gegebene 
Reihe sich für n—oo einer aus endlich vielen Sinusoiden zusammengesetzten An- 
ordnung nähert, die der Differenzengleichung 


2m 
U+2m + Antirm-n —0 (-e<i<+me) 


genügt, ist notwendig und hinreichend, daß die Zahlen R; derselben Gleichung genügen. 
Dieser Satz erlaubt weitere wesentlich allgemeinere Konstruktionen von Reihen der 
fraglichen Beschaffenheit zu ermitteln. A. Khintchine (Moskau). 
Levy, Paul: Sur un problöme de caleul des probabilites lie & celui du refroidissement 
d’une barre homogene. Ann. Scuola norm. super. Pisa, II. s. 1, 283—296 (1932). 
Wenn X, und & unabhängige zufällige Größen sind und £ der Gaußschen Ver- 
teilung folgt, so genügt das Verteilungsgesetz u(x) der Summe X=X,+aE 
der Wärmegleichung (1) Ou/dt = Ö2u/dx?, wobei a? = 2: gesetzt ist. Verf. faßt 
mehrere meistens bekannte Eigenschaften der Gleichung (1) von diesem Standpunkte 
zusammen. Ausführlicher ist die folgende Frage behandelt: in der Annahme, daß das 
Verteilungsgesetz von X gegeben ist, den größten Wert von a zu bestimmen, bei welchen 
die Darstellung X = X,-+ a& möglich ist. Diese Frage ist mit der Lösbarkeit der 
Gleichung (1) für negative Werte von t bei den gegebenen Anfangsbedingungen (0, x) 
verbunden. A. Kolmogoroff (Moskau). 
0’Toole, A. L.: On symmetrie funetions and symmetrie funetions of symmetrie 
funetions. Ann. math. Statist. 2, 101—149 (1931). 
Baten, William Dowell: Correetion for the moments of a frequeney distribution 
in two variables. Ann. math. Statist. 2, 309—319 (1931). a 


Miner, John Rice: The standard error of a multiple regression equation. Ann. 
math. Statist. 2, 320—323 (1931). 


m 
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Baker, G. A.: The relation between the means and variances, means squared and 
variances in samples from eombinations of normal populations. Ann. math. Statist. 2, 


333-354 (1931). 


Bailey jr., Joshua L.: A table to faecilitate the fitting of certain logistie curves. 
Ann. math. Statist. 2, 355—359 (1931). 

Hotelling, Harold: The generalization of student’s ratio. Ann. math. Statist. 2, 
360—378 (1931). 

Wherry, R. 3.: A new formula for predieting the shrinkage of the coeffieient of 
multiple ecorrelation. Ann. math. Statist. 2, 440—457 (1931). 

Hendrieks, Walter A.: The use of the relative residual in the application of the 
method of least squares. Ann. math. Statist. 2, 458—478 (1931). 

Baker, G. A.: Distribution of the means divided by the standard deviations of 
samples from non-homogeneous populations. Ann. math. Statist. 3, 1—9 (1932). 

Feldman, H. M.: The distributions of the preeision constant and its square in 
samples of n from a normal population. Ann. math. Statist. 3, 20—31 (1932). 
- Henderson, R.: A postulate for observations. Ann. math. Statist. 3, 32—39 
(1932). 

Horst, Paul: A short method for solving for a co-effieient of multiple eorrelation. 
Ann. math. Statist. 3, 40—44 (1932). 

Jenkins, Thomas N.: A short method and tables for the ealeulation of the average 


_ and standard deviation on logarithmie distributions. Ann. math. Statist. 8, 45 bis 


55 (1932). 
0’Toole, A. L.: On symmetrie funetions of more than one variable and of frequency 
funetions. Ann. math. Statist. 3, 56—63 (1932). 


Coleman, J. B.: A coeffieient of linear correlation based on the method of least 
squares and the line of best fit. Ann. math. Statist. 3, 79—85 (1932). 


Carlson, John L.: A study of the distribution of means estimated from small samples 
by the method of maximum likelihood for Pearson’s type Il eurve. Ann. math. Statist. 
3, 86—107 (1932). 

Moritz, Robert E.: A new theory of depreeiation of physical assets. Ann. math. 
Statist. 3, 108—125 (1932). 


Bernstein, F.: Über die Beobachtungsökonomie in der Statistik. Assekuranz-Jb. 
51, 3-10 (1932). 

Der Verf. untersucht die Genauigkeit zweier statistischer Methoden zur Bestim- 
mung von Vererbungswahrscheinlichkeiten, nämlich die Weinbergsche Geschwister- 
methode und die von ihm selbst empfohlene ‚direkte Methode‘. Er bezeichnet die- 
jenige Methode als die genauere, die bei vorgeschriebenem mittleren Fehler die ge- 
ringere Anzahl von Beobachtungen erfordert. Auf Grund dieses Kriteriums kommt er 
zu dem Ergebnis, daß die direkte Methode genauer ist, im Gegensatz zu v. Mises, der 
auf Grund eines anderen Gütemaßes beide Methoden für gleich genau erklärt hat. 

J.v. Behr (Berlin). 

Burgdörfer, F.: Die Dynamik der deutschen Bevölkerungsentwieklung. Naturwiss. 
1932, 367 —368. 

Vgl. dies. Zbl. 2, 202 u. 3, 268. 

© Aliprandi, G.: Matematica finanziara e attuariale. Padova: Cedam 1931. X, 
261 8. 

Zelenka, A.: Durchsehnittlicehe Prämienreserve in der Sozialversicherung. Aktuär. 
Vedy 3, 28—33 (1932). 
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Riebesell, P.: Bausparmathematik. Wirtschaft u. Recht d. Versich. (Beih. d. 
Öffentlich-rechtl. Versich.) 63, Nr 3, 1—40 (1931). 

In knapper Form wird eine systematische Darstellung der in der Praxis des Bau- 
sparwesens hauptsächlich vorkommenden rechnerischen Aufgaben gegeben. Viele 
numerische Beispiele erleichtern dem mathematisch weniger geschulten Leser das 
Verständnis. Die theoretisch interessanten Fragen, welche mit den offenen Systemen 
zusammenhängen, werden auch hier noch nicht einer endgültigen Lösung zugeführt. 
Die auf den Beharrungszustand bezüglichen Ausführungen könnten beim Leser den 
Eindruck erwecken, daß der Beharrungszustand in allen Fällen nach einer gewissen 
Zeit eintreten muß, was bekanntlich nicht allgemein gilt. Sehr nützlich ist das erschöp- 
fende Literaturverzeichnis. Birnbaum (Wien). 

@ Krahn, A., und B. Kaltenboeck: Das deutsche Bausparen. Berlin: Reimar Hob- 
bing 1932. 127 S. RM. 4.20. 

Der Hauptteil des. Buches ist der Darlegung der wirtschaftlichen und organisatorischen 
Fragestellungen gewidmet, welche mit der in Deutschland ausgebildeten Form des Bausparens 
verknüpft sind. Ein mathematischer Anhang enthält eine (wenn auch nicht ganz vollständige) 
Übersicht über die wichtigsten einschlägigen mathematischen Tatsachen. Von den im allge- 
meinen eleganten und einfachen Herleitungen der Sätze wäre höchstens noch an einigen Stellen 
eine genauere Formulierung der Voraussetzungen zu wünschen. So wird insbesondere nicht her- 
vorgehoben, daß manche Sätze nur unter der Annahme Zinsfuß= Tilgungsrate— Sparrate 


gelten. Als eine der ersten zusammenfassenden Darstellungen der Bausparmathematik ist 
das Buch sehr zu begrüßen. Birnbaum (Wien). 


Geometrie. 


@ Ergebnisse eines mathematischen Kolloquiums. Unter Mitwirkung v. Kurt Gödel 
u. Georg Nöbeling. Hrsg. v. Karl Menger. H. 3. Bericht über das Kolloquium 1930/31. 
Gesammelte Mitteilungen des Jahres 1930/31. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1932. 
268. RM. 2.—. 

Enthält verschiedene Beiträge zur Dimensionstheorie, Grundlegung der Mathe- 
matik und Verwandtem. Von dem nicht anderweitig Erschienenen sei erwähnt: Jede 
k-dimensionale kompakte Menge im R, hat ein positives Mengersches Maß. — Die 
Haussdorffsche Dimension einer Teilmenge des R,„ ist mindestens gleich der Menger- 
Urysohnschen. — In einem regulären, topologischen Raum mit abzählbarer Basis (V) 
brauchen nach Menger die Y nicht als Punktmengen eingeführt zu werden, sondern 
wenn zwischen gewissen dieser V die Beziehung ‚„>‘“ erklärt ist, können die Punkte 
durch absteigende Teilfolgen (V,) aus (V) definiert werden, aber nicht jede absteigende 
Folge liefert einen Punkt. Dieser Mangel läßt sich im wesentlichen dadurch beseitigen, 


daß man die Forderung V,_,> V, ersetzt durch V,_,> V,. — Es werden Kurven 
konstruiert, deren sämtliche Punkte die Ordnung 3 oder 6, 3 oder 8, n oder 2n — 2 
haben. — Das Hilbertsche Axiom ],: „Wenn zwei Ebenen einen Punkt gemein haben, 
so haben sie wenigstens noch einen weiteren Punkt gemein‘, kann man ersetzen durch: 
Zwei Ebenen, die alle Punkte gemeinsam haben, sind identisch. — Mit Hilfe von ], 
und des Parallelenaxioms kann /, bewiesen werden. — III, ist eine Folge der Anord- 
nungs-, Verknüpfungs- und der übrigen Kongruenzaxiome. — Es liege ein System 8 
von Dingen vor und zwei Operationen op und 9 >g, die angewandt auf Dinge aus 
S wieder ebensolche liefern. Dann kann man jedem Ding aus 8 eindeutig einen der Werte 
„w“ (wahr) oder ‚„f‘“ (falsch) so beilegen, daß, falls ein Ding «a aus $ sich aus anderen, 
b,c,...,k, mittels der beiden Operationen zusammensetzen läßt, der a beigelegte 
Wert sich aus den zu b,c,..., k gehörigen Werten auf Grund der Deutungen von »p 
und p > g als Wahrheitsfunktion im Sinne des Aussagenkalküls ergibt. H. Busemann. 

Carruceio, Ettore: Applieazione della legge di dualitä sulla sfera alla teoria degli 
isoperimetri. Period. Mat., IV. s. 12, 150—158 (1932). 

Bemerkungen über das Dualitätsprinzip auf der Kugel. Historisches und Zu- 
sammenstellung einiger Sätze über sphärische Polygone und der daraus durch Über- 
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©) gang zum polaren Polygon hervorgehenden Sätze. Z. B.: Unter allen sphärischen Poly- 
. gonen mit gegebenen Seitenlängen hat das einem Kreis eingeschriebene den größten 
' Flächeninhalt. Unter allen sphärischen Polygonen mit gegebenen Winkeln hat das 
einem Kreis umbeschriebene den kleinsten Umfang. . W. Fenchel (Göttingen). 


Proeissi, A.: Sul massimo volume di aleune specie di poliedri dei quali & data la 
somma degli spigoli. Period. Mat., IV.s. 12, 159—172 (1932). 
Unter allen Prismen mit gegebener Summe der Kantenlängen hat dasjenige mit 


© gleichseitig-dreieckiger Grundfläche und quadratischen Seitenflächen das größte 


Volumen. Dies ergibt sich ganz elementar mit Benutzung der isoperimetrischen Eigen- 
schaft der regulären Polygone. Ähnliche Sätze für gewisse Klassen von Pyramiden und 
Doppelpyramiden. W. Fenchel (Göttingen). 

Sommerville, D. M. Y.: Isohedral and isogonal generalizations of the regular poly- 
hedra. Proc. Roy. Soc. Edinburgh 52, 251—263 (1932). 

Üblicherweise wird ein Polyeder als gleicheckig (gleichflächig) bezeichnet, wenn 
je zwei Ecken (Flächen) kongruent oder symmetrisch und die entsprechenden von 
den Ecken ausgehenden Kanten (die an entsprechenden Kanten liegenden Kanten- 
winkel) gleich sind (vgl. Brückner, Vielecke und Vielflache. Leipzig 1900; oder den 
Enzyklopädieartikel von Steinitz, Polyeder und Raumeinteilungen). Bei dieser 
Definition gibt es an Verallgemeinerungen der regulären Körper sowohl gleicheckige 
als auch gleichflächige Tetraeder, Hexaeder, Oktaeder, gleicheckige Ikosaeder (jedoch 
keine gleichflächigen) und gleichflächige Pentagondodekaeder (jedoch keine gleich- 
eckigen). Verf. läßt nun in der obigen Definition die zweite Forderung über Gleichheit 
entsprechender Kanten bzw. Kantenwinkel fort. In diesem allgemeineren Sinne gibt 
es auch gleichflächige Ikosaeder und gleicheckige Pentagondodekaeder, während 
in den anderen Fällen nichts wesentlich Neues hinzukommt. Im alten Sinne gleich- 
eckige (gleichflächige) Polyeder besitzen eine umbeschriebene (einbeschriebene) Kugel. 
Für die im Sinne des Verf. gleicheckigen bzw. gleichflächigen ist das jedoch im all- 
gemeinen nicht der Fall. Die erwähnten neuen Typen von Ikosaedern (Dodekaedern) be- 
sitzen nur dann eine einbeschriebene (umbeschriebene) Kugel, wenn sie regulär sind. 

W. Fenchel (Göttingen). 
© Technische Übungsaufgaben für darstellende Geometrie. Hrsg. v. Erwin Kruppa. 
Unter Verwendung d. gleichnamigen Aufgabensamml. v. Emil Müller u. Anton E. Mayer. 
Mappe 1. Leipzig u. Wien: Franz Deuticke 1932. Blatt 1—12. RM. 2.—. 


Nieuleseu, Gh.: Dreiecke „mit inversen Seiten“. Gaz. mat. 37, 283—288 (1932) 
[Rumänisch]. 


Thebault, V.: Systemes de points coneyeliques. Gaz. mat. 37, 321—323 (1932). 


Jonesco, D. V.: Certaines courbes qui generalisent les coniques. C. R. Acad. Sci., 
Paris 194, 2006—2009 (1932). 

Goormaghtigh, R.: Sur le point et la conique de Fregier. Gaz. mat. 37, 281—282 
(1932). 

Klima, Josef: Sur quelques applications de la parabole de Steiner-Pelz. Cas. mat. 
fys. 61, 236—241 u. franz. Zusammenfassung 241 (1932) [Tschechisch]. 

Die Steiner-Pelzsche Parabel eines Punktes bezüglich eines Kegelschnitts (Enve- 
loppe der Geraden, die zu den Geraden eines Büschels gleichzeitig konjugiert und 
senkrecht sind) wird angewandt: 1. auf den Zusammenhang zwischen metrischer und 
projektiver Bestimmung eines Kurvenelementes 3. Ordnung; 2. auf die projektive 
Bedeutung des Krümmungsverhältnisses zweier sich berührender Kurven; 3. auf 
Liouville’s Theorem über das Verhältnis der Krümmungen eines Kegelschnitts in 
2 Punkten; 4.auf ein Theorem von Jefäbek über Kegelschnitte (Enzyklopädie, 
III AB9, 1082). Cech (Brno). 

Goormaghtigh, R.: Gen£ralisation de la formule du rayon de courbure en coordonndes 
polaires. .Gaz. mat. 37, 324—326 (1932). 
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Mehmke, R.: Bemerkungen zu der Abhandlung ‚Ein neues Analogon zum Satz 
von Desargues in Räumen von gerader Dimension“ von E. A. Weiss (Math. Zeitschr, 
Bd. 33 (1931), S. 388—395). Math. Z. 35, 618—623 (1932). 

(Vgl. dies. Zbl. 1, 157.) Der Verf. beweist die in der genannten Abhandlung er- 
wähnten Sätze mit Hilfe Graßmannscher Methoden. K. Kommerell (Tübingen). 

Ragonesi, Rosario: Le trasformazioni piane quadratiche (I, 7), e configurazione 
dei loro elementi uniti. Atti Accad. Gioenia Catania 18, Mem. XXIII, 1—17 (1931). 

Zwei übereinander liegende Ebenen des R, seien durch eine quadratische Trans- 
formation vom Typus (/, 7’) aufeinander bezogen. Außerdem seien zwei zueinander und 
zu der ausgezeichneten Ebene windschiefe Geraden vorgegeben. Zwei zugeordnete 
Punkte der beiden Ebenen bestimmen dann — jeder mit einer der beiden Geraden — 
zwei Ebenen, die sich in einem Punkte schneiden. Durchläuft das Paar zugeordneter 
Punkte das Ebenenpaar, so beschreibt der Schnittpunkt eine M,, mit deren Hilfe die 
möglichen Typen quadratischer Transformationen gefunden und auf ihre Ruheelemente 
hin untersucht werden. E. A. Weiss (Bonn). 

Strubeeker, Karl: Über rhombische Netze aus Geraden und Kreisen. S.-B. Akad. 
Wiss. Wien 141, 33—39 (1932). 

Die rhombischen Geradennetze in der Ebene sind bestimmt durch die Tangenten 
eines Kegelschnittes oder durch zwei Geradenbüschel. (Volk, 8.-B. Bayer. Akad. 
Wiss. 1924). Verf. zeigt, daß dieser Satz auch bei projektivischer, 'elliptischer oder 
hyperbolischer Abmessung der Ebene gilt. Der Beweis stützt sich auf eine Funktional- 
gleichung von Perron, die sich aber bei anderer Normierung hätte umgehen lassen 
(vgl. darüber eine im J. reine angew. Math. erscheinende Note des Ref.). Legt man 
als Maßkegelschnitte in der projektivischen Ebene reelle null- oder einteilige Kreise 
zugrunde, so ergeben sich hieraus durch gnomonische Projektion auf eine Kugel und 
Beltramis Abbildung auf die Pseudosphäre die Sätze für die Kugel und Pseudosphäre, 
wie sie von Perron (Math. Z. 24) formuliert worden sind. Durch stereographische 
und Zentralprojektion oder durch die auf Poincar& zurückgehende konforme Abbil- 
dung der sphärisch, pseudosphärisch oder euklidisch vermessenen Ebene auf die durch 
einen unendlich fernen Punkt abgeschlossene euklidische Ebene erhält Verf. einen 
anderen Satz des Ref. (S.-B. Bayer. Akad. Wiss. 1929) über besondere rhombische 
Kreisnetze, die von zwei in einem Kreisbündel enthaltenen Scharen von Kreisen ge- 
bildet werden, .deren Mittelpunkte auf einem Kegelschnitt oder auf zwei Geraden 
liegen. Volk (Würzburg). 

Mühlendyek, O.: Über die analytischen Zylinder. S.-B. Berlin. math. Ges. 30, 
14—17 (1932). 

Die analytischen Zylinder werden in folgende Klassen eingeteilt: Unebene Zylinder 
mit euklidischen Geraden als Erzeugende, unebene Zylinder mit Minimalgeraden als 
Erzeugende, euklidische Ebenen und Minimalebenen. Für die erste Klasse findet man 
die natürliche Gleichung, indem man den Zylinder durch eine Ebene senkrecht zu den 
Erzeugenden schneidet und die natürliche Gleichung der so entstandenen Kurve an- 
gibt, bei den Zylindern der zweiten Klasse wird nach Einführung eines invarianten 
Parameters 7 und eines invarianten Dreibeins (in Anlehnung an Untersuchungen des 
Verf. über windschiefe Regelflächen mit isotroper Richtebene) eine (infolge der Orien- 
tierung des Parameters eindeutige) Invariante A ermittelt; A(r) ist dann die natürliche 
Gleichung des orientierten Zylinders dieser Klasse. Heinrich Schatz (Innsbruck). 

Blumenthal, Leonard M.: Note on the multiple points of certain plane eurves. (Rice 
Inst., Houston, Texas, U.8. A.) Töhoku Math. J. 34, 321—327 (1931). 

Sind o=0, r=0,_0=0 drei ebene Kurven der Ordnungen n, n, 2n, und be- 
trachtet man das von 0 =0,07=0,7?=0,0= 0 definierte 003 Linearsystem, so 
besteht die 0?” des Systems, die einen gegebenen allgemeinen Punkt P als Doppel- 
punkt besitzt, aus derjenigen 0” des Büschels o + ArT= 0, die durch P hindurchgeht, 
zweimal gezählt; soll die 0?” keine solche doppelte CO" sein, so muß P auf der Jaco- 
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it bischen Kurve von 0=0,7T=0,0=0 liegen. Insbesondere betrachtet Verf. den 


Fall, wo o=0,7= 0 zwei C* mit 2 Doppelpunkten A, B sind, die durch 7 einfache 


Punkte CO; hindurchgehen, und wo g=0 eine 0® mit 4, B als vierfachen und (,; als 


Doppelpunkten ist; die Jacobische ist jetzt eine 03, die die Gerade AB als Teil ent- 
hält. Dieses Beispiel wird durch direkte Rechnung studiert, könnte aber aus den be- 
kannten Eigenschaften der C® mit 9 Doppelpunkten durch eine quadratische Trans- 
formation unmittelbar hergeleitet werden. Eine weitere Bemerkung des Verf. über die 


A Anzahl der 08 mit 2 vierfachen Punkten und 9 Doppelpunkten gibt für diese Anzahl 
“ nur eine obere Grenze. E.@. Togliatti (Genova). 


Ciani, Edgardo: Una nuova forma canonica della ternaria eubica. Ann. Scuola 


| norm. super. Pisa, II.s. 1, 215—228 (1932). 


Tangentialdreieck einer ebenen Kurve 3. Ordnung heißt die Figur dreier Punkte 
der Kurve, die sich so anordnen lassen, daß jeder von ihnen der Tangentialpunkt des 
vorhergehenden wird. Wählt man ein solches zum Koordinatendreieck, so kann die 
Kurvengleichung auf die kanonische Gestalt 4, + 33 +3 +2:-%, 92% —0 
gebracht werden. Gibt es aber auf jeder ©? Tangentialdreiecke ? Diese Frage wird für 
die allgemeine (24), die harmonische (24), die äquianharmonische (36) und die Kurve 
mit Doppelpunkt (2) bejaht, für die Kurve mit Spitze verneint. (Eigenschaften der 
von den Tangentialdreiecken einer O3 gebildeten Figur.) Die Beantwortung geschieht 
durchweg an Hand der Kurvengleichung. Im Falle der rationalen Kurven wird 
aber außerdem die Parameterdarstellung benutzt. E. A. Weiss (Bonn). 


Kapferer, H.: Ein Beweis für die Unmöglichkeit einer nicht linearen Korrespondenz 
zwischen doppelpunktfreien Kurven gleicher Ordnung n > 3. S.-B. Bayer. Akad. Wiss. 
1931, H. 3, 155—175 (1932). 

Sind f, 9, h Formen gleichen Grades m und A, B Formen gleichen Grades nin 
x, y, 2, so bedeutet die Kongruenz 


A(f,g,h)=0 (mod. B) 


das Stattfinden einer rationalen Abbildung der Kurve B= 0 auf die Kurve 4=0. 
Die Abbildung heißt äquivalent einer linearen, wenn es zwei zu B prima Formen t, t 
und drei Linearformen f’, g’, h’ in , y, z gibt, welche die Kongruenzen 
f=tf, tg=tg, th=th 
erfüllen. Nun wird bewiesen: Sobald n > 3 ist, ist jede Abbildung zwischen den Kurven 
n-ter Ordnung A=0 und B= 0 äquivalent einer linearen. 
van der Waerden (Leipzig). 

Vagliasindi, IOluminata: Le trasformazioni eremoniane dell’S; ottenute mediante 
complessi di rette dell’S4. Atti Accad. Gioenia Catania 18, Mem. XXII, 1—39 (1931). 

Si I’on considere dans 8, un complexe oo®de droites du 1® ordre, et deux 
espaces S;, S3generiques, on a &videmment entre ceux-ci une transformation birationnelle, 
en associant un point de S, et un point de ‚53 lorsqu’ils appartiennent & une droite du 
complexe. — En se basant sur la classification connue des complexes de droites du 
1° ordre de S, [donnee par M. Marletta dans les Rend. Circ. mat. Palermo 28 (1909) 
et les Atti Accad. Gioenia Catania 3 (1909)], ’A. determine les differents types de 
transformations birationnelles que l’on peut obtenir de la sorte. 

Beniamino Segre (Bologna). 

Villa, Mario: Sulle singolaritä della forma Hessiana. Ist. Lombardo, Rend., II. s. 
65, 129—142 (1932). 

Im Anschluß an die früheren Untersuchungen des Verf. über die Singularitäten der 
Jacobischen Form (Hyperfläche) von r+ 1 Formen des $, (vgl. dieses Zbl. 3, 71) 
werden die dort bewiesenen Sätze auf den Sonderfall der Hesseschen Form H an- 
gewendet und notwendige und hinreichende Bedingungen dafür angegeben, daß H 
in einem Punkt eine bestimmte Vielfachheit hat. A. Duschek (Wien). 
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Aprile, Giorgio: Sulle involuzioni di coppie di punti dello spazio ordinario. Atti 
Accad. Gioenia Catania 18, Mem. XX, 1—43 (1931). 


Ce travail — divise en deux Parties — constitue une etude assez detaillee et gene- 
rale des involutions /,; de couples de points de l’espace ordinaire S,, en relation 
aux complexes de droites relatifs, generes par les droites qui joignent les couples 
de points associes par rapport & /,. — Dans la 1° Partie ’A. introduit les courbes 
et surfaces (autoconjugues dans l’involution) lieux des couples de points associes 
qui determinent une droite qui passe par un point generique de S,, ou bien qui appar- 
tient & un plan donn&, ou enfin qui s’appuie & une ou & deux droites fixes; et il consi- 
dere les. relations mutuelles entre ces el&ments, les el&ements doubles et fondamentaux 
de I, et le complexe relatif, en &tudiant certains syst&mes remarquables (ol, 002, 008 
et oot) forms avec les courbes et surfaces susdites. Parmis les nombreux resultats 
auxquels il parvient ainsi, il faut remarquer (n. 9) les conditions necessaires et 
suffisantes, afin que le complexe relatif a une J,soit lineaire ou quadra- 
tique, et (n.8) la propriete (deja demontree par M.Montesano pour n—2) que les 
complexes d’ordren>2 relatifs & une J, sont necessairement particu- 
liers; en outre, au moyen de la projection ster&ographique sur S, d’une hyperquadrique 
de S,, il donne la representation d’une /, sur un complexe de droites de S,, en se ratta- 
chant de la sorte aux recherches de M. Marletta sur ce sujet. — Dans la 2°me Partie 
VA. etudie les /, speciales, c’est-a-dire celles qui ont un complex relatif special‘ 
ou constitue par oo! &toiles de droites. Le lieu des centres de ces &toiles est une courbe. 
rationnelle, et toutes les /, speciales sont rationnelles. Les oo! surfaces generees 
par les couples de points associes qui appartiennent aux droites d’une mäme &toile 
(par simplicite I’A. suppose chacune de ces droites contenant un seul couple de Z,), 
constituent un faisceau et sont d’ordre «<=; il ya donc un nombre limite 
de cas possibles, que l’A. determine rapidement, en donnant aussi les constructions 
relatives (en partie connues). Beniamino Segre (Bologna). 


Terraeini, Alessandro: Sulla ridueibilit& di aleune particolari corrispondenze alge- 
briehe. Rend. Circ. mat. Palermo 56, 112—143 (1932). 

Eine kurze Beschreibung des reichen Inhalts dieser Arbeit ist schon erschienen 
(s. dieses Zbl. 8, 23). Es sei C eine algebraische Kurve n-ter Ordnung in einem Raume 
S,, und es sei J’die Korrespondenz, die jedem Punkte P von CO’ die n — r Punkte P’ von 
C entsprechen läßt, wo C von der in P oskulierenden Hyperebene geschnitten wird. 
Verf. studiert zunächst die Korrespondenz J’ in der Nähe eines Doppelpunktes O; 
führt man eine analytische Darstellung eines Kurvenzweiges aus O ein: 


s=%()=a,t +... (wo i=01,2,..,r ud, =0<1,<l<...<H); 


und bezeichnet man mit t,t' die Parameterwerte zweier entsprechender Punkte des 
Zweiges in der Nähe des Doppelpunktes t = 0, so findet man eine Reihenentwicklung 
!=pt-+ »--, wo die nicht geschriebenen Glieder in teinen Exponent größer als 1 haben, 
und wo p eine von 1 verschiedene Wurzel folgender algebraischer Gleichung ist: 


—0. (1) 


une ol le a Ne, oh el ua Jarıe) OlLsgaenial seien. ier.e 


Jetzt setze man voraus, daß J'eine reduzible Korrespondenz sei. Es ist immer dieses 
der Fall, wenn C eine algebraische W-Kurve ist; in diesem Falle zerfällt in n— r 
eineindeutige Korrespondenzen, die in Homographien des ganzen Raumes enthalten 
sind. Ein anderes Beispiel einer reduziblen J' wird von folgender Nikomedesschen 


Konchoide gegeben: (2 a’ + Y)— 2a =0; 


271 


1 y= a and ei einzigen ebenen rationalen 0%, die eine reduzible J' liefern; diese interes- 
% sante Eigenschaft wird durch direkte Untersuchung gefunden. — Dann wendet sich 
) Verf. zur Untersuchung des Falles, wo ein Faktor der Korrespondenz J’ in einer Homo- 
; graphie des ganzen Raumes enthalten ist (die W-Kurven ausgeschlossen); in diesem 
© Fall muß der betrachtete Faktor von I’ zyklisch sein, und also p eine Einheitswurzel sein: 
% p”"=1. Wann kann Gleichung (1) eine Einheitswurzel als Wurzel haben? Eine 
| ziemlich lange und mühsame Diskussion führt zu folgenden, für r = 2, 3, 4, allgemeinen 
)ı Lösungen (mit der vorläufigen Voraussetzung, daß die Zahlen 1, teilerfremd seien): 


r=2) keine Lösung; 
el) n—2, L—-htb, „L=Vund.) == 0 (mod.2); 
r=4) entweder: n=3, ı(, +, +, I)=kh+kh4+ ul» 
,=0 und ,„=4,=14=0 (mod.3); 
oder: n=3, (kA) +W)=-Etkht+btlk, 
,=h,=0 und ,=4=0 (mod. 3). 
Die Einschränkung teilerfremder I; wird leicht beseitigt. Rückkehr zur geometrischen 


Frage gibt jetzt ohne Schwierigkeiten folgende Ergebnisse (die W-Kurven immer 


ausgeschlossen): r — 2) keine Lösung; r = 3) die Kurve ( ist eine irreduzible (notwendig 
algebraische) asymptotische Linie einer Regelfläche, deren Erzeugenden zwei feste 
windschiefe Geraden schneiden; r = 4) die Kurve ( ist eine algebraische irreduzible 
quasi-asymptotische Linie einer Regelfläche, deren Erzeugenden eine feste Gerade 
und eine feste Ebene allgemeiner Lage schneiden. — Es werden auch die besonderen 
Fälle studiert, wo Ü rational ist; darüber wollen wir nur referieren, daß die rationalen 
W-Kurven und die Egansche Kurve 0°: 
2 a a RE 

die einzigen rationalen Raumkurven sind, für welche J'in n — 3 Faktoren zerfällt, die alle 
in Homographien des ganzen Raumes enthalten sind. Am Ende zwei Beispiele: einer 
rationalen Kurve in einem 5-dimensionalen Raume, deren oskulierenden S, die Kurve 
anderswo noch schneiden; und einer (transzendenten) Raumkurve, deren Tangenten 
die Kurve anderswo noch schneiden. E.@. Togliatti (Genova). 

Kähler, Erich: Sui periodi degli integrali multipli sopra una varietä algebrica. 
Rend. Cire. mat. Palermo 56, 69—74 (1932). 

Zwischen den Perioden von zwei beliebigen n-fachen Integralen 1. Gattung auf 
einer n-dimensionalen algebraischen Mannigfaltigkeit M, die man erhält, wenn man 
diese Integrale über die Zyklen a“ einer Homologiebasis für die Dimension n erstreckt, 
besteht eine bilineare Relation D4;j0,0,=0, (1) 
die durch eine Ungleichung 

+" DA,.0,0,>0 (2) 
ergänzt werden kann. Der Beweis, den Hodge [J. London Math. Soc. 5, 283—290 
(1930)] für diesen Satz gegeben hat, wird hier in vereinfachter und sehr klarer Form 


neu auseinandergesetzt. Der Beweis beruht auf der Betrachtung des folgenden 2 n- 
fachen Integrals in der Produktmannigfaltigkeit von M mit sich selber: 


So@os rn) BlYyosYırı nYo)dar. - daadyı =.» dYn 


welches, über den Zyklus «= y erstreckt, Null ergibt. Drückt man diesen Zyklus 
durch die Homologiebasis der Produktmannigfaltigkeit aus, so folgt die Relation (1). 
Ebenso ergibt sich (2) aus der Betrachtung des Integrals 


oe Er a Un Yan vers Halle... dr dd: nn Ale 
van, der Waerden. (Leipzig). 
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Severi, Francesco: Osservazioni a proposito della nota di Erich Kähler: „Sui periodi 


degl’integrali multipli sopra una varietä algebriea.“ Rend. Circ. mat. Palermo 56, | 


75—81 (1932). 

Aus der in der vorangehenden Arbeit von Kähler wiedergefundenen Nichtexistenz 
der mehrfachen Integrale 1. Gattung mit verschwindenden Perioden folgen eine Reihe 
bemerkenswerter Sätze über algebraische Flächen, deren gegenseitige Abhängigkeit 
Severi schon 1928 festgestellt hat, ohne sie damals beweisen zu können. Die wichtig- 
sten sind: 1. Es gibt keine „halbexakten‘ Integrale 1. Gattung, außer den einfachen 
Integralen 1. Gattung (von Picard). 2. Wenn ein Abelsches Integral bezüglich einer 
irreduziblen Kurve ©, welche rational von einem Parameter abhängt, nie für spezielle 
Werte dieses Parameters von 3. Gattung wird, so sind die Perioden dieses Integrals 
konstant. 3. Ist |C | ein Büschel irreduzibler Kurven auf einer Fläche F, so ist die 
Anzahl der linear-unabhängigen Kurven O + (’ (C’ adjungiert zu), welche die Jacobi- 
sche Gruppe des Büschels enthalten, gleich der Irregularität von #. — Dabei werden 
unter halbexakten Integralen 1. Gattung auf einer Fläche m-ter Ordnung f = Oin 8, In- 


tegrale der Form pa dy — Bdx es - Cay I — Adz 
f: ; fz ; th 
verstanden, wo A, B, CO adjungierte Formen der Ordnung m — 2 sind, die der Be- 
zehnne Af, + Bf, + CL = Ni | 
genügen. Ist dabei N= A, + BJ, + C}, so stellen die drei Ausdrücke (1) ein und das- 
selbe Integral 1. Gattung (von Picard) dar. — Aus der bilinearen Ungleichung von 


Kähler ergibt sich weiter, daß es keine Doppelintegrale 1. Gattung mit reellen Perioden . 


auf F gibt. Ist o, die Anzahl der zweidimensionalen Zyklen, die in bezug auf Homo- 


1) 


logie untereinander und von den algebraischen Zyklen unabhängig sind, so folgt daraus 


leicht 2p, < 09. Diese Ungleichung wird noch verschiedentlich umgeformt. 
van der Waerden (Leipzig). 

Vasseur, Marcel: Sur les &quations de Laplace relatives aux coordonn6es ponctuelles 
et tangentielles d’une surface rapport&e & un reseau conjugue: parallelisme de Peterson. 
Roezn. polsk. towarz. mat. 9, 109—134 (1931). 

On considere dans l’espace ordinaire les suites de Laplace terminees dans un sens 
et dans les deux sens, en ayant egard en m&me temps aux @quations de Laplace 
relatives aux coordonne&es ponctuelles et tangentielles des reseaux envisages. On a 
ainsi deux suites d’equations de Laplace qui, en general, ne peuvent se terminer 
ensemble, quoique — si l’une se termine d’un cöte — l’autre se termine aussi du 
m&me cöte (avec un decalage de deux rangs au plus). — L’A. etudie & ce point de vue les 
differents cas possibles, en donnant des exemples nombreux et en indiquant une simple 
application metrique au parallelisme de Peterson. Beniamino Segre (Bologna). 

Godeaux, Lucien: Sur les surfaces isothermo-asymptotiques dont les quadriques 
de Lie n’ont que deux points caracteristiques. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 1, 88—90 (1932). 

Boggio, T.: Aleune formule vettoriali negli spazi eurvi a tre dimensioni. Atti Accad. 
naz. Lincei, Rend., VI. s. 15, 189—194 (1932). 

This paper gives in the symbolism expounded in the Geometria differenziale 
of Burgatti, Boggio and Burali-Forti theorems on Riemannian spaces of 
three dimensions which are fairly familiar in the notation of tensor analysis. For 
instance formula (10) of the paper restates the evident fact that if A,,=A,, — Asr 


then A,g0+ Astr + Ars = 0. The main theorem of the paper concerns the second 
covariant derivative of a mixed tensor of rank two and is valid for a Riemannian | 


space of any number of dimensions. Murnaghan (Baltimore). 
Oseen, €. W.: Beiträge zur geometrischen Optik. I, IL Ark. Mat. Astron. Fys. 
23 A, Nr 1, 1-51 (1932). 
I. Zur Theorie des astigmatischen Strahlenbündels. Verf. geht aus 
von Gullstrands [Bidrag till astigmatismens teori. Nord. med. Arkiv. 22 (1890)] 
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‚konsequent berücksichtigt werden. Im Zentrum der Theorie stehen die beiden Glei- 
aungen: = a-1[8 22 Es xy de, y2 zei] 


Bonds, vor ds. 20.de]’ 


(1) 


207 ds % ds, 205 ds)’ 


n=y-tl8 2 de ze) 


s x, y sind hier die Koordinaten eines Punktes der Wellenfläche. 0); 0, sind die Haupt- 
Ükrümmungsradien dieser Fläche im Punkt = 0; y=0. ds,; ds, sind die Bogen- 
elemente der Krümmungslinien durch den Anfangspunkt. &,n,{ sind laufende 
) Koordinaten für einen Punkt auf dem durch den Flächenpunkt z, y gehenden Strahl. — 
Zur Untersuchung der Struktur des Strahlensystems (1) betrachtet man die Fläche 
" F, welche von den, durch den Kreis «2 -+ y®—= R? gehenden Strahlen erzeugt wird, 
und deren Schnittkurven mit den Ebenen {= konst. Während Gullstrand nur 
1 numerische Berechnung mehrere Punkte der Schnittkurven in den Ebenen 
= o, und = p, berechnet hatte, unternimmt der Verf. die allgemeine Untersuchung 
ji Fläche F und ihrer Schnittkurven mit & = konst. F ist eine Fläche 6. Ordnung; 
“ die Schnittkurven sind rationale Kurven 4. Ordnung. Variiert man R und betrachtet die 
) zugehörige Schar der Flächen F und insbesondere die entsprechende Schar der Schnitt- 
"kurven mit einer festen Ebene © = konst., so ist auch die Einhüllende dieser Kurven- 
I schar eine rationale Kurve 4. Ordnung. Sie ist der Schnitt der Brennfläche des Systems 
(1) mit der Ebene {= konst. Schließlich werden spezielle Fälle untersucht, in denen 
das System (1) eine Symmetrieebene besitzt, und hierfür die singulären Punkte 
8 Schnittkurven und der Enveloppe bestimmt. — II. Über die Beziehungen 
einer Fläche und ihrer Evolute. Im ersten Teile seiner Abhandlung ‚Allgemeine 
! Theorie der monochromatischen Aberrationen und ihre nächsten Ergebnisse für die 
| Ophthalmologie‘“ (Nova Acta Soc. Sci. Uppsala, Ser. III 1900) gab Gullstrand eine 
‚ Darstellung der Beziehungen zwischen einer Fläche und ihrer Evolute, soweit diese 
‚sich mit Hilfe der Diff.-Invarianten der ersten 4 Ordnungen der Flächen ausführen 
läßt. Im Anschluß an diese Untersuchungen studierte er die Singularitäten der Evolute, 
| die auftreten, wenn eine der Diff.-Invarianten in einem Punkt oder längs einer Kurve 
“ verschwindet. Ferner bestimmte er die Flächen, für die eine oder mehrere der Diff.- 
" Invarianten überall verschwinden. — Der Verf. gibt eine mit anderen Hilfsmitteln 
durchgeführte und erweiterte Darstellung dieser Beziehungen zwischen einer Fläche 
| und ihrer Evolute. Es werden unter Zugrundelegung der quadratischen Diff.-Form 
\ des Bogenelementes die Grundformeln der Flächentheorie in kovarianten Ableitungen 
‘ entwickelt und für ein spezielles Koordinaten- und Parametersystem die ersten 4 ko- 
‘ varianten Ableitungen nebst den zugehörigen Invarianten einer Fläche F bestimmt. 
} Hierdurch gewinnt man die ersten Glieder einer Reihenentwicklung für einen der 
“ Evolutenmäntel. Den beiden Scharen der Krümmungslinien von F entspricht auf 
‘ dem Evolutenmantel ein konjugiertes Kurvennetz, dessen Kurven eingehend unter- 
\ sucht werden. Die aufgestellten Formeln dienen zum Studium der Singularitäten eines 
| Evolutenmantels und besonderer Flächenklassen. W. Haack (Danzig). 


Andreoli, &.: Coppie reeiproche di Va: leggi di dualitä delle metriehe lineari e tan- 
' genziali, dei parallelismi e metrismi. I. Problemi variazionali. Atti Accad. naz. Lincei, 
‘ Rend., VI. s. 15, 272—275 (1932). 
| Im Anschluß an Arbeiten von G. Barba (vgl. dies. Zbl. 4, 20) wird eine weit- 
gehende Verallgemeinerung des ebenen projektiven Dualitätsprinzips auf Flächen mit 
Riemannscher Metrik gegeben. Eine der verschiedenen möglichen Begründungen des 
' Ansatzes liefert die Variationsrechnung. Auf einer Fläche V sei eine von 2 Parametern 
u, v stetig abhängige Schar geodätischer Linien gegeben. Dann ist das Quadrat des 
infinitesimalen Winkels benachbarter geodätischer Linien eine quadratische Diffe- 
' rentialform in du, dv. Es liegt daher nahe, diese Form als Quadrat des Bogenelements 
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einer zweiten Fläche W zu deuten, auf der «, v Parameter eines variablen Punktes sind. 
Diese Differentialform ist aber nur positiv definit an den Stellen, wo V positive Gauß- 
sche Krümmung hat; indefinit für negative Gaußsche Krümmung von V (dann exi- 
stieren ja benachbarte geodätische Linien ohne Schnittpunkt, also ohne reellen Winkel) 
und semidefinit für verschwindende Krümmung von V. Man erhält erst dann für V 
die gleiche Mannigfaltigkeit von Flächen wie für W, wenn man auch für V semi- oder 
indefinites Bogenelement zuläßt (Flächen in Lorentz-Räumen). — Zum Schluß wird die 
hier skizzierte Koppelung zweier Variationsprobleme in naheliegender Weise formal 
verallgemeinert. Cohn-Vossen (Köln). 


Andreoli, G.: Coppie reeiproche di Va: legge di dualitä delle metriche lineari e tan- 
genziali, dei parallelismi e metrismi. II. Formazione e proprietä della eoppia di varietä 
reeiproche. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI.s. 15, 340—344 (1932). 

In I (vgl. vorstehendes Referat) war eine Flächenabbildung V > W eingeführt, 
so daß jeder geodätischen Linie von V (im Kleinen) ein Punkt von W entspricht, und 
so daß das Winkelelement in V Linienelement in W wird. Nun entsprechen aber nicht 
nur den geodätischen Linien von V die Punkte von W, sondern auch umgekehrt! 
Stellt man nämlich die geodätischen Linien von W auf und betrachtet die Schar geo- 
dätischer Linien von V, die den Punkten eines geodätischen Bogens von W entsprechen, 
so stellt sich heraus, daß jene Schar geodätischer Linien in V durch einen Punkt geht. 
Man kann das fast ohne Rechnung einsehen. Das Problem der geodätischen Linie in 
W entspricht nämlich in V dem Problem, eine geodätische Linie a stetig in eine (hin- 
reichend benachbarte) geodätische Linie d zu überführen, so daß das Integral des Win- 
keldifferentials bei der Überführung extrem wird. Eine elementare Betrachtung der 
Winkelsumme geodätischer Dreiecke in der elliptischen, hyperbolischen und eukli- 
dischen Ebene zeigt, daß die Drehung der geodätischen Linie um einen Punkt im 
elliptischen Fall das Minimum, im hyperbolischen Fall das Maximum des Integrals 
liefert, während es im euklidischen Fall natürlich von der Art des Übergangs unab- 
hängig ist. — Gleichen geodätischen Bögen auf V entsprechen gleiche Winkel auf W 
und umgekehrt. Ordnet man wie in der projektiven Ebene den von einem Punkt 
durchlaufenen Kurven der einen Fläche als Bild die Hülle der entsprechenden geo- 
dätischen Linien der anderen Fläche zu, so ist klar, daß in entsprechenden Punkten 
beider Kurven die geodätischen Krümmungen reziprok sind. Jeder Einführung des 
Parallelismus der einen Fläche entspricht eine dazu duale Vorschrift auf der anderen. 
Weitere Arbeiten hierüber werden angekündigt. Cohn-Vossen (Köln). 


Topologie: 

Miller, Edwin W.: On subsets of a continuous eurve which lie on an are of the con- 
tinuous eurve. Amer. J. Math. 54, 397—416 (1932). 

This paper deals with the following problem: If $ is a continuous curve (= locally 
connected continuum) in euclidean n-space, E„, and M is a closed and bounded 
subset of S, what conditions are necessary and sufficient in order that M be a subset 
of an arc of 8? In case 8 is the plane Z,, it has been shown by Moore and Kline 
[Ann. of Math. 20, 218—223 (1919)] that the following two conditions are necessary 
and sufficient: (1) that every component of M be an arc or a point, and (2) that no 
interior point of an arc-component, t, of M be a limit point of M — t. In the first part 
of the paper the author studies these conditions of Moore-Kline in more general 
spaces 8 and proves that they constitute a solution to his problem in case $ is the | 
euclidean n-space or, indeed, is any connected domain in E„. For these cases also 
conditions are given which are necessary and sufficient in order that the end points 
of the arc may be chosen as given points p, and p, of M; and it is shown that a closed 
set M in E„is a subset of a ray if and only if 1° either (a) the components of M are 
all arcs and points, or (b) the components of M are a single ray and a bounded collee- 
tion of arcs and points, and 2° no interior point of an arc- or ray-component, t,isa | 
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| limit point of M — t. Continuing with the Moore-Kline conditions, the author 


proves that if S is any plane closed set such that each of its closed subsets which satis- 
fies the Moore-Kline conditions is a subset of an arc in S, then 8 is either the whole 


' plane or a simple continuous curve (= an arc, a simple closed curve, a ray, or an open 


curve), and similarly if Sis a closed subset of Z, of the same type and which in addition 
is of dimension 1 in at least one of its points, then $ is a simple continuous curve. The 
principal proposition (Theorem 7) in the second part of the paper gives a solution to 
the problem for continuous curves S in general, granted that the solution were known 
for the cyclic elements [See Whyburn, G.T., Amer. J. Math. 50, 167—194 (1928)] 
of S; in other words, the general problem is reduced by this theorem to the same problem 
concerning cyclicly connected continuous curves. The author applies this result to 
obtain complete solutions to his problem in case $ is either (I) the boundary of a plane 
domain (or if each maximal cyclie curve of $S is a simple closed curve), (II) an acyelic 
continuous curve in Z„, or (III) a plane continuous curve which does not separate the 
plane (or whose every maximal cyclice curve is a simple closed curve plus its interior). 


@. T. Whyburn (Baltimore). 
Nielsen, Jakob: Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen 


Flächen. III. Acta math. (Uppsala) 58, 87—167 (1932). 

Die Arbeit führt die Untersuchungen der beiden ersten Abhandlungen des gleichen Titels 
(Acta math. 50, 189—358 und 53, 1—-76) weiter. Die universelle Überlagerungsfläche 8 einer 
geschlossenen zweiseitigen Fläche » vom Geschlecht p > 1 werde als hyperbolische Ebene 
(Einheitskreis mit Poincar&scher Maßbestimmung) dargestellt. Die Fundamentalgruppe F 
von © erscheint dann als Gruppe linearer Substitutionen einer komplexen Variablen, die den 
Einheitskreis auf sich abbilden. Ist z eine topologische Abbildung von @ auf sich, t eine z über- 
lagernde Abbildung von 9, so ist, wenn f ein Element von F ist, tft! eine Abbildung von ® 
auf sich, die die Identität überlagert. tft! ist also ein Element /’ von F. Die Zuordnung 
f- f ist ein Automorphismus / von F. Die Abbildung t läßt sich zu einer topologischen Abbil- 
dung des abgeschlossenen Einheitskreises ergänzen. Die zugehörige Abbildung des Randes # 
des Einheitskreises ist allein durch den Automorphismus I bestimmt. Eine andere dasselbe 7 
überlagernde Abbildung von ® erzeugt einen zu / „verwandten‘ Automorphismus I’, d.h. 
I] und 7’ gehören in der Gruppe aller Automorphismen von F derselben Nebengruppe des 
Normalteilers der inneren Automorphismen an (Automorphismenfamilie). Zwei Abbildungen 
von © auf sich gehören zur selben Abbildungsklasse, wenn sie verwandte Automorphismen er- 
zeugen. Die Gesamtheit der zu einer Abbildung ı gehörigen Randabbildungen des Einheits- 
kreises hängt also nur von der Abbildungsklasse von z ab. Die Fixpunkte einer Abbildung z 
lassen sich in folgender Weise in Klassen einteilen. i sei eine r überlagernde Abbildung von 8, 
die Fixpunkte besitzt. Diejenigen Fixpunkte von r über denen Fixpunkte von t liegen, werden in 
eine Fixpunktklasse zusammengefaßt. Abbildungen t, die durch Elemente von F in einander 
transformierbar sind, und nur solche bestimmen dieselbe Fixpunktklasse. Dementsprechend 
gehört zu jeder Fixpunktklasse eine bis auf Transformationen mit Elementen von F bestimmte 
Randabbildung i(Z) des Einheitskreises #. Jeder Fixpunktklasse läßt sich ein Index j(t) zu- 
ordnen, der allein durch die Fixpunktmenge der Randabbildung i{(Z) bestimmt ist und der Un- 
gleichung 3 — 4p <j(t) <1 genügt. Dem Index l1 und nur diesem entsprechen fixpunktfreie 
Randabbildungen t (EZ). Die vorliegende dritte Abhandlung knüpft an die schon in der zweiten 
aufgeworfene Frage nach dem Verhalten des Index einer Fixpunktklasse bei Iteration der Ab- 
bildung x an. Aus den früheren Untersuchungen ergab sich schon, daß eine Fixpunktklasse 
mit nicht positivem Index bei beliebiger Iteration der Abbildung r den gleichen Index behält. 
Hier wird nun gezeigt, daß dies bei positivem Index nicht zutrifft. Und zwar gibt es einen durch 
eine Funktion des Geschlechts p beschränkten Exponenten n, so daß eine Fixpunktklasse von r 
mit 7j—=1 bei :* nicht positiven Index erhält. Der Beweis wird indirekt geführt mit Hilfe 
eines Satzes von H. Kneser über topologische Abbildungen der Kreislinie auf sich,. die mit 
allen Potenzen fixpunktfrei sind. Der weitere (Haupt-) Teil der Arbeit ist dem Studium der 
Abbildungsklassen endlicher Ordnung gewidmet. Eine Abbildungsklasse heißt von endlicher 
Ordnung, wenn die n-ten Potenzen ihrer Abbildungen zur Klasse der Identität gehören. Einer 
Abbildungsklasse wird zunächst die Gruppe 7 der zu den Abbildungen ft” gehörigen Rand- 
abbildungen zugeordnet, wo f die Elemente von F und t” die sämtlichen positiven und negativen 
Potenzen einer ein z der Klasse überlagernden Abbildung i durchläuft. F ist Normalteiler von T 
und die Faktorgruppe T'/F ist bei Abbildungsklassen endlicher Ordnung und nur bei diesen 
endlich. Ferner gehört zu jeder Abbildungsklasse endlicher Ordnung n eine ganzzahlige 2p- 
reihige Matrix [' (Exponentensummenmatrix bei der Transformation der Erzeugenden von F 
durch einen der Klasse zugeordneten Automorphismus). Es ist /” gleich der Einheitsmatrix. 
Bei gegebenem » gibt es nur endlich viele Werte von n, zu denen derartige Matrizen !'existieren. 
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Die Ordnung n einer Abbildungsklasse ist also durch eine Funktion des Geschlechts beschränkt. 
Für Abbildungsklassen endlicher Ordnung gilt eine „Hurwitzsche Formel“, die gewisse aus 
der genannten Gruppe 7 und der Matrix /' zu bestimmende Anzahlen mit dem Geschlecht der 
Fläche und der Ordnung der Abbildungsklasse in Beziehung setzt. Diese Formel geht in die 
gewöhnliche Hurwitzsche Formel über, wenn es in der Abbildungsklasse eine n-periodische 
Abbildung (Involution im Sinne von Brouwer, Abbildung, deren n-te Potenz die Identität 
ist) gibt und wenn die gegebene Fläche als Riemannsche Fläche über der zur Involution ge- 
hörigen Brouwerschen Modulfläche aufgefaßt wird (s. das folgende Ref.). Es wird nun all- 
gemein die Frage aufgeworfen, ob in jeder Abbildungsklasse endlicher Ordnung n eine n-perio- 
dische Abbildung vorhanden ist. Mit der Beantwortung dieser Frage hängt u. a. auch die Frage 
zusammen, wie weit durch die Matrix I’ bzw. ihr charakteristisches Polynom eine Abbildungs- 
klasse endlicher Ordnung bestimmt wird. Vollständig wird die Frage nicht entschieden. Es 
wird aber für jedes p > 1 eine Reihe von Beispielen von Abbildungsklassen angegeben, in denen 
eine Abbildung endlicher Ordnung existiert. Für p = 2 sind hierunter sogar alle möglichen 
Matrizen I' vertreten. Bei diesen Beispielen gelingt es nämlich, das Dehnsche Gruppenbild der 
Gruppe T zu konstruieren. Man hat dann also einen regulären Streckenkomplex in der hyper- 
bolischen Ebene 9, der eine zu 7’ isomorphe Gruppe von hyperbolischen Bewegungen gestattet. 
Ein Fundamentalbereich dieser Gruppe ist dann das Bild einer geschlossenen Fläche M, über 
der o eine reguläre n-blättrige Riemannsche Fläche ist. Die gesuchte n-periodische Abbildung 
ist eine Blättervertauschung (Decktransformation) dieser Riemannschen Fläche. M ist die 
zu dieser Involution gehörige Modulfläche im Sinne Brouwers. W. Fenchel (Göttingen). 
Nielsen, Jakob: Über reguläre Riemannsche Flächen. Mat. Tidsskr. BH.1, 1—18 
(1932) [Dänisch]. j 
In dieser Wiedergabe eines Vortrages stellt der Verf. (bekannte) Eigenschaften 
von regulären Riemannschen Flächen in einer Form dar, die den Zusammenhang mit 
den im vorstehenden Referat besprochenen Untersuchungen über Abbildungsklassen 
endlicher Ordnung deutlich macht. Eine Überlagerungsfläche @ einer geschlossenen 
zweiseitigen Fläche M heißt reguläre Riemannsche Fläche über M, wenn sie sich über 
höchstens endlich vielen Punkten von M verzweigt und wenn über jeder (diese Punkte 
vermeidenden) geschlossenen Kurve von M entweder nur geschlossene oder nur offene 
Kurven von 9 liegen. Für derartige Riemannsche Flächen mit endlicher Blätterzahl 
wird die Hurwitzsche Relation zwischen den Verzweigungsordnungen, der Blätterzahl 
und den Geschlechtern der Flächen p und M hergeleitet. Für (auch unendlich-blättrige) 
reguläre Riemannsche Flächen wird die Gruppe @ der Decktransformationen von 
$ über M eingeführt. Eine Decktransformation ist eine topologische Abbildung von 9 
auf sich, die jedem Punkt einen über dem gleichen Punkt von M liegenden Bildpunkt 
zuordnet (Blättervertauschung). @ ist der Monodromiegruppe isomorph. Eingehender 
werden die Riemannschen Flächen mit zyklischer Gruppe @ der Ordnung n studiert. 
Bei diesen ist M die Modulfläche einer n-periodischen Abbildung (nämlich einer Deck- 
transformation) von @. Die universelle Überlagerungsfläche ® von 9 ist wieder eine 
reguläre Riemannsche Fläche über M. Die Gruppe 7 ihrer Decktransformationen 
über M entspricht der im vorstehenden Ref. genannten Gruppe 7. Es wird gezeigt, 
daß sich 7 hier als Bewegungsgruppe der hyperbolischen Ebene darstellen läßt. Der 
Vortrag schließt mit einem Bericht über die oben angedeuteten Untersuchungen der 
Abbildungsklassen endlicher Ordnung. W. Fenchel (Göttingen). 


Mechanik der elastisch und plastisch verformbaren Körper. 


Villey, Jean: Introduetion & l’ö&tude de la resistance des materiaux. Mem. Sci. 
physiques Fasc. 21, 1—76 (1932). 

Im Gegensatz zu den bisher erschienenen Heften der gleichen Sammlung bringt 
das vorliegende weniger einen knappen Überblick über den derzeitigen Stand des be- 
handelten Wissenschaftszweiges als vielmehr eine lehrbuchartige Einführung in die 
Grundlagen der mathematischen Elastizitätstheorie und ihre Beziehungen zur Festig- 
keitslehre. Spannungs- und Formänderungstensor sowie ihre Verknüpfung durch das 
Elastizitätsgesetz werden in den drei ersten Kapiteln behandelt. Die Grundgleichungen 
der Elastizitätstheorie werden nicht abgeleitet, es werden vielmehr nur die Gleich- 
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gewichtsbedingungen für die Spannungen und der Zusammenhang von Spannungen 
und Verschiebungsgrößen aufgestellt. Die drei folgenden Kapitel sind der Beanspru- 
chung von Stäben durch achsiale Kräfte und durch Manteldruck sowie der reinen 


u Biegungsbeanspruchung von Stäben gewidmet. Zwei weitere Kapitel beschäftigen sich 


mit der technischen Balkenbiegungslehre, mit der Berechnung statisch unbestimmt 
gelagerter Balken und dem Ausknicken eines gedrückten Stabes. Ein letztes Kapitel 
bringt sehr knappe Andeutungen über andere elementar behandelbare Aufgaben und 
einen Hinweis auf die Bedeutung der Plastizitätstheorie, die in einem weiteren Band 
der Sammlung behandelt werden soll. Prager (Göttingen). 


Tonolo, Angelo: Sui sistemi isostatici con sforzi costanti di un mezzo elastico in 
equilibrio. Ann. Scuola norm. super. Pisa, II.s. 1, 277—282 (1932). 

In this paper the author determines all possible isostatic systems of surfaces (i. e. 
triply orthogonal systems of surfaces having the property that at each point the prin- 
cipal axes of stress have the directions of the lines of intersection of the surfaces through 
that point) in an elastic medium under the hypotheses that no mass forces are present 
and that the principal stresses do not vary from point to point of the medium. He 
finds that if the three principal stresses are different the only isostatic system is one 
whose surfaces are planes; if two of the principal stresses are equal the only 
isostatic system consists of two arbitrary families of orthogonal cylinders and their 
plane cross sections; finally if the three principal stresses are all equal there is no 
restrietion on the form of the triply orthogonal system of surfaces. 

Murnaghan (Baltimore). 


Melan, Ernst: Ein Beitrag zur Theorie geschweißter Verbindungen. Ing.-Arch. 3, 
123—129 (1932). 

Die Spannungen in einem Blech, dessen Rand durch einen angeschweißten Stab 
verstärkt ist, werden auf Grund der folgenden Idealisierungen bestimmt: Die Belastung 
sei eine Einzellast, die am Stab in Richtung der Stabachse angreife; das Blech sei un- 
endlich ausgedehnt, der Stab (z-Achse) unendlich dünn, d.h. ohne Biegungssteifigkeit. 
Dann bestimmt sich die zu dem Blech gehörige Airysche Spannungsfunktion y aus den 
folgenden Randbedingungen: Im Unendlichen sei x = 0; längs y = 0 gelte (1) o, = 0; 
(2) eine Beziehung zwischen o, und r, die sich ergibt, wenn man die Gleichgewichts- 
bedingung zwischen z, der Stabkraft S und der Last p anschreibt und einführt, daß, 
da u (bzw. e,—= Ou/dxz) von Stab und Blech übereinstimmen müssen, 0, —= 8/F 
(F Querschnitt des Stabes). Als Elementarlösungen dienen Bipotentiale vom Typus: 


= A(o) ye”*VYsinaz, (x ein Parameter) 


die Anpassung an die Randbedingungen geschieht durch Verallgemeinerung dieses 
Ansatzes vermöge des Fourierschen Integraltheorems. Die numerische Auswertung 
der so gewonnenen Integraldarstellungen ist für die Randspannungen bei Benutzung 
von Integral-sinus und -cosinus besonders einfach. o,und r sind in Diagrammen auf- 
getragen, o, springt an der Laststelle, 7 wird logarithm. unendlich. — Als ein zweites 
Beispiel wird die längs der x-Achse verstärkte volle Ebene gerechnet — an Stelle von 
0,(0) = 0 tritt v(o) = 0, der prinzipielle Rechnungsgang bleibt der gleiche. 
K. Marguerre (Karlsruhe). 

Ghosh, Suddhodan: On some many-valued solutions of the equations of elastie equi- 

librium in polar coordinates. Z. angew. Math. Mech. 12, 188—190 (1932). 


Kurenskij, M.: Sur la flexion d’une solive avee seetion eonstante sur un fondement 
elastique. J. Cycle math. 1, 67—76 u. franz. Zusammenfassung 76 (1931) [Ukrainisch]. 


Davin: Sur l’ötat elastique et plastique d’un corps indefini & deux dimensions pere& 
d’un trou eireulaire. ©. R. Acad. Sci., Paris 194, 1557 —1559 (1932). 

Im Anschluß an eine frühere Mitteilung [C. R. Acad. Sci., Paris 194, 522 (1932); 
vgl. dies. Zbl. 3, 370] untersucht der Verf. die elastisch-plastische Spannungsverteilung 
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in einem gelochten Zugstab, dessen Breite groß ist gegenüber dem Lochdurchmesser. 
Die Spannungsverteilung im plastischen Gebiet ist statisch bestimmt. Die Spannungs- 
verteilung im elastischen Gebiet wird zusammengesetzt aus Spannungen, welche 
der vollelastischen (Kirschschen) Lösung entsprechen, und aus Spannungen, welche 
durch gedachte Normal- und Schubbelastungen des plastischen Stücks des Lochrandes 
erzeugt werden. Hierbei wird vorausgesetzt, daß die analytische Fortsetzung des 
wirklich eintretenden elastischen Spannungszustandes keine Singularitäten im pla- 
stischen Gebiet aufweist. Außer diesen gedachten Belastungen ist noch die Grenzkurve 
zwischen elastischem und plastischem Gebiet unbekannt. Für die drei unbekannten 
Funktionen ergeben sich aus der Forderung stetigen Spannungsanschlusses Funktional- 
gleichungen, deren Lösungen jedoch nur für den Fall eines sehr kleinen plastischen 
Gebietes angegeben werden. Prager (Göttingen). 


Galerkin, B.: Sur l’&quilibre d’une plaque eirculaire &paisse et d’une plaque en forme 
de seeteur eireulaire. ©. R. Acad. Sci., Paris 194, 1440—1443 (1932). 

Für die dieke Kreis- und Kreissektorplatte mit beliebiger Belastung wird eine all- 
gemeine Lösung angegeben. Die Rechnung stützt sich auf einen vom Verf.in den 
C. R. Acad. Sci. USSR s. A., 231 und C.R. Acad. Sci., Paris 190, 1047 (1930) 
veröffentlichten Ansatz für den Spannungszustand in dicken Platten. EZ. Weinel. 


Supino, G.: Sopra la deformazione delle lastre. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI. s. i 
15, 448—453 (1932). 


Mouskheliehvili, N.: Sur le probl&me de torsion des poutres &lastiques composees. 

C. R. Acad. Sci., Paris 194, 1435—1437 (1932). 

Das Problem der Torsion eines elastischen Stabes, in dem zylindrische Stücke 

aus einem elastischen Material mit anderen Elastizitätskonstanten eingebettet sind 

(Eisenbeton), wird unter den üblichen Saint-Venantschen Voraussetzungen behandelt. 
K. Hohenemser (Göttingen). 


Duncan, W. J.: On the torsion of eylinders of symmetrical seetion. Proc. Roy. 
Soc. London A 136, 95—113 (1932). 

Verf. untersucht die Torsion eines zylindrischen Stabes unter der Voraussetzung 
eines ‚dünnen‘ symmetrischen Stabquerschnitts. Der Grundgedanke der Methode 
besteht darin, daß die Torsionsfunktion nach Potenzen eines „Dickenparameters“ 
entwickelt wird. Bei kleinen Werten des Parameters lassen sich die Koeffizienten der 
Entwicklung durch sukzessive Approximation bestimmen. — Variation des Dicken- 
parameters liefert die Lösung für eine Serie zueinander affiner Querschnittsformen. 
Die Rechnung ist für vier Typen von Querschnitten vollständig durchgeführt. — Ein 
kurzer Anhang enthält Hinweise auf bekannte experimentelle und theoretische Unter- 
suchungen über das Torsionsproblem. E. Weinel (Göttingen). 


Krall, Giulio: La dinamica nella seienza delle costruzioni. Rend. Semin. mat. 
Roma, Il. s. 7, 87—106 (1931). 

Der Verf. schlägt vor, bei der Bestimmung der dynamischen Beanspruchung von 
Tragwerken auf die Integration der Bewegungsgleichungen zu verzichten und statt 
dessen obere Schranken zu ermitteln für Spannungen, Formänderungen und die Form- 
änderungsarbeit als Maß für die mittlere Beanspruchung. Für eine von T. Levi-Civita 
[Mh. Math. Phys. 36, 165 (1929)] angegebene obere Schranke für die Formänderungs- 
arbeit eines unter konstanten Lasten schwingenden elastischen Systems wird eine 
neue Herleitung mitgeteilt, und es werden die Bedingungen aufgestellt, unter welchen 
diese Schranke tatsächlich erreicht wird. Für die Verschiebung eines beliebigen Punktes 
eines unter dem Einfluß zeitlich veränderlicher Lasten schwingenden Systems wird 
gleichfalls eine obere Schranke angegeben, und schließlich werden die Untersuchungen 
auf gedämpfte Systeme ausgedehnt. Hierbei wird allerdings der mit der Erfahrung nicht | 
in Einklang stehende Voigtsche Ansatz zugrunde gelegt. Prager (Göttingen). 
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Levi-Civita, T.: Teoremi di unieitä e di esistenza per le piecole oseillazioni di un 


 filetto vortieoso prossimo alla forma ericolare. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI. s. 
‚15, 409—416 (1932). 


Die kleinen Biegungsschwingungen eines kreisförmigen Drahtes in seiner Ebene 


& werden behandelt, indem als Maß für die Deformation die Änderung des Krümmungs- 
= radius, &, betrachtet wird. Ihre Gleichung kann geschrieben werden: 


O8 e Ofe 02% 


traten 


© und läßt sich, bei gegebenen Anfangsbedingungen, natürlich durch Entwicklung nach 
% harmonischen Funktionen behandeln, deren Periode der Kreisumfang ist. Es wird die 
' Existenz und die Eindeutigkeit solcher Lösungen bewiesen. F. Noether (Breslau). 


Woronetz, Constantin: Sur le roulement sans glissement d’un eorps solide sur une 
surface döformable. C. R. Acad. Sci., Paris 194, 1555—1557 (1932). 

Die Gleichungen der Rollbewegung eines starren Körpers auf elastischer Unterlage 
sind vom Verf. in speziellen Fällen integriert worden. In der vorliegenden Note skizziert 


er den Weg zu approximativer Behandlung im allgemeinen Falle.  F. Noether. 


Smirnoff, V., et S. Soboleff: Sur le probleme plan des vibrations &lastiques. C. R. 


) Acad. Sci., Paris 194, 1437—1439 (1932). 


Es wird angedeutet, wie das Problem der Dehnungsschwingungen einer elastischen 


" Halbebene unter der Wirkung einer in einem Punkt konzentrierten Erregung mit 


Hilfe eines Satzes der Funktionentheorie behandelt werden kann. K. Hohenemser. 
Smirnoff, V., et 8. Soboleff: Sur quelques problemes de vibrations &lastiques. 


©. R. Acad. $ci., Paris 194, 1797—1799 (1932). 


Die in einer früheren Mitteilung [C. R. Acad. Sci., Paris 194, 1437 (1932), vgl. 
vorst. Referat] entwickelte Methode zur Behandlung der durch eine konzentrierte 
Erregung entstehenden Dehnungsschwingungen einer elastischen Halbebene wird auf 
die Behandlung von Scherungswellen in der elastischen Halbebene angewendet. 

K. Hohenemser (Göttingen). 

Klotter, K.: Die Querschwingungen elastisch gebetteter Saiten, Stäbe, Membranen 
und Platten. Ing.-Arch. 3, 152—182 (1932). 

Es wird in Übereinstimmung mit der Statik elastisch gebetteter Stäbe oder Platten 
angenommen, daß die an einer Stelle von der Bettung auf den Stab übertragene Kraft 
allein von der Auslenkung an dieser Stelle abhängt und dieser Auslenkung proportional 
ist. Die Lösungen der Schwingungsdifferentialgleichungen der Saite, des Stabes, 
der Membran und der Platte in elastischer Bettung mit stückweise konstanter Bettungs- 
ziffer werden diskutiert. Je nach der Größe der Bettungsziffer wird die Auslenkung 
in der Differentialgleichung mit einem positiven oder negativen Faktor multipliziert, 
so daß bei veränderlicher Bettungsziffer der Lösungstyp in den verschiedenen Gebieten 
wechselt. Der zweite Teil der Arbeit behandelt ausführlich die Ermittlung der Schwin- 
gungszahlen gebetteter Saiten und Stäbe. Es wird darauf hingewiesen, daß man 
zur angenäherten Berechnung der kleinsten Schwingungszahl ein Prinzip von South- 
well verwenden kann, wonach sich eine untere Grenze für das Quadrat der kleinsten 
Eigenfrequenz angeben läßt durch Addition der Quadrate der Schwingungszahlen 
für das ungebettete Elastikum und für das gebettete Elastikum von verschwindender 
Steifigkeit. K. Hohenemser (Göttingen). 

Gradstein, S.: Erzwungene Torsionsschwingungen von Kurbelwellen. Ing.-Arch. 
3, 206—214 (1932). 

Der Verf. stellt sich die Aufgabe, ein einfaches Verfahren anzugeben zur Ermittlung 
der Beanspruchungen, welche eine Welle mit mehreren aufgesetzten Schwungscheiben 
bei erzwungenen Torsionsschwingungen erfährt. Dabei soll im Gegensatz zu den ge- 
bräuchlichen Verfahren die Masse der zwischen den Schwungscheiben liegenden Wellen- 
stücke berücksichtigt werden. Die Lösung gelingt, wie der Ref. bei der ähnlichen Auf- 


280 


gabe der Bestimmung der Beanspruchung eines Tragwerks durch erzwungene Biegungs- » 
schwingungen [Ing.-Arch. 1, 527 (1930)] bemerkt hat, dadurch, daß man ein Fun- : 


damentalsystem von Lösungen der Schwingungsdifferentialgleichung so auswählt, 
daß als Integrationskonstanten mechanisch wichtige Größen auftreten. Hierdurch 


wird eine erhebliche Vereinfachung der Übergangs- und Randbedingungen erzielt, . 
Die Drehwinkel der einzelnen Schwungscheiben werden als Unbekannte eingeführt ; 
und ein System linearer dreigliedriger Gleichungen zur Bestimmung dieser Unbekannten . 
aufgestellt. Die numerische Durchrechnung wird wesentlich erleichtert durch die der 


Arbeit beigefügten Tafeln für zcosecz und zctge. Prager (Göttingen). 


Reiner, Markus: Outline of a systematie survey of rheologieal theories. J. Rheology 


3, 245—256 (1932). 

Der Verf. gibt einen Überblick über die verschiedenen Ansätze der Kontinuums- 
mechanik (elastischer Körper mit linearem und nichtlinearem Elastizitätsgesetz, zähe 
Flüssigkeit mit linearem und nichtlinearem Zähigkeitsgesetz, ideal plastischer Körper, 
' zähe Flüssigkeit mit Fließgrenze, Maxwellscher Körper, Maxwellscher Körper mit 
Fließgrenze, Voigtscher Körper mit Relaxation, der Boltzmannsche Ansatz der Er- 
innerungsmechanik). Nach der Meinung des Verf. wird man weitere Fortschritte 
nur erzielen, wenn man diese Darstellungsweise zugunsten einer auf die Mikrostruktur 
des Materials eingehenden statistischen aufgibt. Prager (Göttingen). 


Quantentheorie. 


Dirae, P. A. M.: Relativistie quantum mechanies. Proc. Roy. Soc. London A 136, 
453—464 (1932). 

In der Abhandlung wird das Programm zu einer Quantenelektrodynamik ent- 
worfen, welche gewisse in die bekannte Heisenberg-Paulische Theorie eingehende 
unbeobachtbare Größen vermeiden soll. In Anschluß an die ursprüngliche Heisen- 
bergsche Quantenmechanik sollen die Bausteine der Theorie in den zu verschiedenen 
möglichen ‚einfallenden“ und ‚ausgehenden‘ Wellenfeldern gehörigen Wahrschein- 
lichkeitsamplituden gesucht werden, indem der Übergang von einem „einfallenden“ 


zu einem „ausgehenden“ Feld prinzipiell als Quantensprung gedeutet wird. Auf Grund | 


dieser Annahmen wird als ‚klassisches Modell“ für die Quantenelektrodynamik das 
Bewegungsgesetz eines elektrischen Teilchens in einem die Maxwellschen Gleichungen 
für den leeren Raum befriedigenden Feld genommen, wobei die Rückwirkung des 
Teilchens auf das Feld sodann als Quantenwirkung zu deuten ist. Bei diesem Modell 
werden zwei Teilchen keine Wechselwirkung miteinander aufweisen. Die Quantelung 
wird in zwei Schritten vorgenommen, wobei der erste Schritt sich auf die Teilchen allein 
bezieht und zu der üblichen Quantentheorie von Teilchen in einem vorgegebenen Feld 
führt, während der zweite Schritt sich auf die Wirkungsgrößen und Phasen bezieht, 
die die monochromatischen, ebenen Wellenkomponenten des Feldes bestimmen, und 
in erster Näherung zu der früher von Dirac entwickelten Quantentheorie der Strahlung 
führt. An dem Beispiel eines eindimensionalen Systems wird erläutert, wie man auch 
die elektrostatische Wechselwirkung der Teilchen gewissermaßen als ein Auskommen 
der Nichtvertauschbarkeit der Wirkungs- und Phasengrößen des Feldes auffassen 
kann. O. Klein (Stockholm). 

Fock, V.: Konfigurationsraum und zweite Quantelung. (Physik.-Techn. Inst., 
Leningrad.) Z. Physik 75, 622—647 (1932). 

Jordan, P.: Zur Methode der zweiten Quantelung. Z. Physik 75, 648—653 (1932). 


Das gemeinsame Ziel beider Arbeiten ist, die Äquivalenz der Methode der zweiten Quan- 
telung mit der Koordinatenraummethode dadurch nachzuweisen und deutlicher zu machen, 


daß die für die Methode der zweiten Quantelung charakteristischen Operatoren direkt als | 


Operatoren der Koordinatenraumtheorie dargestellt werden (während man früher immer nur 
die Äquivalenz der zugehörigen Eigenfunktionen in mehr indirekter Weise nachgewiesen 


hatte). Für alle diejenigen Operatoren aus der Methode der zweiten Quantelung, welche ver- 
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tauschbar sind mit dem Operator N = „Gesamtzahl der vorhandenen äquivalenten Teil- 


-chen‘‘, kann eine direkte Zurückführung auf einfache Operatoren der Koordinatenraumtheorie 


gegeben werden. Es wird z. B. die Anzahl der am Orte r vorhandenen Teilchen, in der zweiten 
Quantelung als N (t) bezeichnet ( [ NtWaV=N " wegen der Vertauschbarkeit mit N als eine 


Stufenmatrix erscheinen, wenn N selber als Diagonalmatrix dargestellt ist. Die dem Eigen- 
wert N’=n von N entsprechende Stufe von .N (rt) ist gleich dem für das n-Körperproblem 


er: N 
gebildeten Operator N (t) = Dö(t, — rt E), wo ö die Diracsche ö-Funktion und Z die Ein- 
k=1 


heitsmatrix zu den Matrizen t, der Orte der einzelnen n Partikeln ist. Allgemein können so 
diejenigen Operatoren, welche in der zweiten Quantelung aus Summanden 
C,=bib, bzw. =ala, 


C 


1111er ee 


vr = bibl,b,b, bzw =alal,a,a,, 


zusammengesetzt sind (im Bosefall aus den b-Größen, im Fermifall aus den a-Größen), aus 
Stufen aufgebaut werden, die direkt Operatoren für ein n-Körperproblem (mit festem n) sind. 
Diese Zurückführung ist unabhängig davon, ob Bosefall oder Fermischer Fall (oder einer der 
sonstigen, mathematisch möglichen Fälle) vorliegt; infolgedessen bestehen zwischen den 
Orxs Ci a,... Vertauschungsrelationen, die von der geltenden Statistik unabhängig sind. 
Von der Statistik abhängig sind jedoch die Gleichungen, in welchen alle O, 7 2x, Cr’ zw a7 >» -> 
durch die O,, ausgedrückt werden können; diese Gleichungen sind abzuleiten aus 

bb, —bbi = —$,.. aa+aal=b,,, 

bzw. 

b,5,—-bb, = 0; a,+ aa, =0. 
Man kann aber weiterhin auch die mit N nicht vertauschbaren Operatoren der zweiten Quante- 
lung direkt mit Operatoren der Koordinatenraummethode in Verbindung bringen; die dies- 
bezüglichen Formeln fallen für die beiden Statistiken verschieden aus. Es handelt sich um 
Operatoren, die eine Folge von Funktionen, 

const, Ylzı), PlXıs 25), YPl@ı, %, 25), -: 


in eine Folge gleicher Art überführen: (x,) ist eine Funktion im Koordinatenraum eines 
Einzelteilchens, y(x,, %,) eine Funktion im Koordinatenraum des 2-Körper-Problems, usw. — 
Die Durchführung dieser Darstellungsweise führt z. B. zu einer vereinfachten Ableitung der 
Hartree-Fockschen Gleichungen (mit Berücksichtigung der Austauschwirkungen). P. Jordan. 


Sehrödinger, E.: Diraesches Elektron im Schwerefeld. I. S.-B. preuß. Akad. Wiss. 
H. 11/12, 105—128 (1932). 

Gegenstand der Arbeit ist die Durchführung der von Weyl und Fock gegebenen 
Theorie des Einkörperproblems (Diracsches Elektron in der allgemeinen Relativitäts- 
theorie) ohne Benutzung der ‚„Beinkomponenten“. Mit Hilfe der Relation 


Yıya + Yryiı = 29i8 
(9: Fundamentaltensor) wird der (Matrizen-)Fundamentalvektor y;, und dann durch 
ya Tıyy t ylı=0 (*) 
die Matrizen J', (‚Komponenten der Parallelenverschiebung eines Spinors‘ nach Fock) 
eingeführt, deren Spur das Viererpotential ist. Aus den y; und J', werden dann weitere 
Größen gebildet und deren Transformationseigenschaften untersucht, wobei der Be- 
griff des Tensoroperators [Beispiel: linke Seite von (*)] eingeführt wird. Ferner werden 
die Realitätsverhältnisse der Tensoren (imaginäre Zeit &,= ict) und die Hermitizität 
der Matrizen besprochen, wobei gewisse Einschränkungen auf die y-Felder (Bezugs- 
systeme) auferlegt werden. Erst zum Schluß wird der w-Spinor eingeführt und die in 
den Ableitungen lineare und die quadrierte Diracsche Wellengleichung hingeschrieben. 
V. Fock (Leningrad). 

Fahmy, M.: The derivation of Maxwell’s equations from the equations of the quan- 

tum theory. Proc. Physic. Soc., London 44, 368—373 (1932). 
In einer fünfdimensionalen Quantentheorie von Flint und Fisher [Proc. Roy. 
Soc. A. 126, 644 (1930); 131, 170 (1931); dies. Zbl. 1, 376] trat ein divergenzfreier Tensor 
auf, dessen Bedeutung nicht klargestellt werden konnte. Es wird gezeigt, daß sich 
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mit seiner Hilfe Ausdrücke bilden lassen, zwischen denen Maxwellsche Gleichungen 
bestehen. Nordheim (Göttingen). 

Proca, Al.: Quelques observations concernant un article intitule „Sur l’&quation de 
Dirac“. (Inst. Henri-Poincare, Paris.) J. Physique Radium, VII. s. 3, 172—184 
(1932). 

Verf. untersucht, was sich ergibt, wenn in gewisser (physikalisch nicht sinnvoller) 
Weise 16 statt 4 Komponenten der Dirac-Funktion angenommen werden. 

P. Jordan (Rostock). 

Darwin, C. G.: Notes on the theory of radiation. Proc. Roy. Soc. London A 136, 
36—52 (1932). 

Es wird versucht, die Dynamik eines einzelnen Lichtquants zu beschreiben durch 
Gleichungen, die aus den Maxwellschen hergeleitet, jedoch durch erstrebte Analogie 
zur Wellengleichung eines Elektrons abgeändert sind. Die Durchführung verläuft 
ganz ähnlich wie in den Untersuchungen von Landau-Peierls und von Oppen- 
heimer. P. Jordan (Rostock). 

Wasastjerna, Jarl A.: On the nature of X-rays. Proc. Roy. Soc. London A 136, 
233—242 (1932). 

Betrachtungen über das Verhältnis von Wellentheorie und Lichtquantentheorie 
(Interferenz und Schwankungen); die Dichteschwankungen können experimentell 
erfaßt werden durch Untersuchung der Schwankungen in der Ionisierungswirkung 
hochfrequenter Strahlung, wobei sich die Aussagen der Theorie bestätigen. P. Jordan. 

Wisniewski, Felix Joachim: Les expressions du nombre et de la masse des photons 
du champ eleetromagnetique dans le vide. Acta Physica Polon. 1, 31—35 (1932). 

Mißglückter Versuch, eine „Lichtquantendichte“ im elektromagnetischen Feld 
zu definieren. P. Jordan (Rostock). 

Szezeniowski, S. E., and L. Infeld: The influence of space charge on the structure 
of de Broglie waves. (Inst. Fiz. Teoret., Univ., Lwöw.) Acta Physica Polon. 1, 
37—46, engl. Zusammenfassung 37—40 (1932) [Polnisch]. 

Die Arbeit beschreibt dieselbe Untersuchung die in dies. Zbl. 4, 91 referiert wurde. 

O. Klein (Stockholm). 

Posener, L.: Zum Magnetismus freier Elektronen. Z. Physik 75, 809—811 (1932). 

Nach Landau drückt der Bahn-Diamagnetismus freier Elektronen ihren Pauli- 
schen Spin-Paramagnetismus auf ?/, des ursprünglichen Wertes herab. Verf. leitet 
dies nochmals ab, indem er in der Zustandssumme Bahn- und Spinenergie gleichzeitig 
— statt getrennt — mitnimmt. Guth (Wien). 

Oseen, €. W.: Die wellenmechanische Theorie des harmonischen Oszillators. Ark. 
Mat. Astron. Fys. 23 A, Nr 2, 1—8 (1932). 

Es wird ein (eindimensionaler) Oszillator untersucht, dessen potentielle Energie 
v(z) durch Imk&(® — x) für <a}, 


v(x) = 
(2) 0 für za 


bei $3mk2>hv= hk/2rn gegeben ist. Dann ergeben sich, wie zu erwarten, 
diskrete Eigenwerte , = —-Imkö+hvnmn+t); n=0,1,2,..., für eine end- 
liche Reihe von ganzen Zahlen n, die klein genug bleiben, um Z,„ negativ zu lassen. 
Außerdem gibt es ein kontinuierliches Gebiet positiver Eigenwerte. P. Jordan. 

Bond, W.N.: Sir A. S. Eddington’s recent theories. Proc. Physic. Soc., London 
44, 374—382 (1932). 

Eddington’s evaluation of the fine-structure constant, the ratio of the masses 
of the proton and electron, and the cosmical constant are summarised. The agreement 
of his results with the experimental values is examined critically, and the author con- 
siders that Eddington’s values are supported by the evidence, and that his value 
137 for the fine-structure constant is probably exactly correct. He then adduces 
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reasons for accepting the higher value among correct estimates of e/m. The experi- 
mental verifications of Eddington’s theory of the packing effect in &-particles, and 
of the rate of recession of the spiral nebulae are mentioned. W. H. McCrea. 

Kallmann, H.: Zur Theorie der Atomzertrümmerung durch Resonanz. (Kaiser 
Wilhelm-Inst. f. Physik. Chem. u. Elektrochem., Berlın-Dahlem.) Naturwiss. 1932, 
393—3%. 

Die Einfangung von &-Teilchen bei Resonanzeindringung in den Kern wird als 
thermodynamisches Gleichgewicht behandelt. Es ergeben sich Ausdrücke für die 
Abhängigkeit der Eindringungswahrscheinlichkeit als Funktion der Ordnungszahl, 
der Geschwindigkeit der eindringenden Teilchen und des Kernradius. Weiter wird die 
zu erwartende Ausbeute bei Resonanzstößen und bei Nichtresonanzstößen verglichen. 

@. Beck (Kopenhagen). 

Racah, Giulio: Isotopie displacement and hyperfine structure. Nature 1932 1, 723 
bis 724. 

Verf. macht darauf aufmerksam, daß Rechnungen von Bartlett über die Isotopen- 
verschiebung der Linien in den Atomspektren schwerer Elemente fehlerhaft sind. In 
diesen Rechnungen wurde angenommen, daß das Kernfeld von einem Coulombschen 
Kraftfeld in der Weise abweicht, daß für Abstände kleiner als etwa r„ = 10” 1? cm das 
Potential im wesentlichen konstant ist, während die Differenz dieser Größe bei ver- 
schiedenen Isotopen etwa ör„ = 10-13cm beträgt. Die Eigenfunktionen wurden 
dabei aber nicht richtig normiert, und außerdem wurde die nichtrelativistische Wellen- 
gleichung zugrunde gelegt. Verf. hat die Rechnung verbessert und relativistisch durch- 
geführt und findet dann mit obigen Werten von r„, und Ör,„ Isotopenverschiebungen, 
die etwa 100mal so groß wie die beobachteten sind. Hierdurch wird die Bartlettsche 
Deutung sehr zweifelhaft, da viel kleinere Werte für r„, und ör, als die oben angege- 
benen mit anderen Tatsachen kaum zu vereinigen sein dürften. 

R.de L. Kronig (Groningen). 

Destouches, Jean-Louis: Thöorie de la diffusion des neutrons, coefficient d’absorp- 
tion et ionisation. ©. R. Acad. Sci., Paris 194, 1909—1911 (1932). 

Es wird die Streuung von Neutronen durch Zusammenstöße mit Atomkernen 
untersucht, wobei angenommen wird, daß das Neutron auf eine äußere Ladung mit 
dem Potential V = &-e-*"/r (e= Elektronenladung) wirkt. Durch Vergleich mit 


den Experimenten ergibt sich 5 & 0,7. 10°13cm. Die Ionisationswirkung eines Neu- 


trons beim Durchgang durch Materie ist vernachlässigbar klein. @. Beck. 

Pokrowski, G.-I.: Sur les propriet&s periodiques des noyaux atomiques. J. Physique 
Radium, VII. s. 3, 150—154 (1932). 

Versuch auf Grund geometrischer Vorstellungen, eine Periodizität des Kernbaus 
in Bezug auf die Zahlen 1, 8, 27, 64, 125, 216 zu konstruieren und diese durch ver- 
schiedene Tatsachen zu belegen. @. Beck (Kopenhagen). 

Nielsen, Harald H.: The torsion oseillator-rotator in the quantum mechanies. 
(Mendenhall Labor., Ohio State Unw., Columbus.) Physic. Rev., II. s. 40, 445—456 
(1932). 

In der Arbeit wird die Quantenmechanik eines symmetrischen Rotators behandelt, 
der aus zwei um die Symmetrieachse drehbaren Stücken besteht, die in bezug auf- 
einander die potentielle Energie V = L(1— cosm®') haben, wo L eine Konstante, 
m eine ganze Zahl und ®’ einen Winkel, der die Drehung des einen Stücks gegen das 
andere angibt, bedeuten. Die Schrödingergleichung wird in zwei Gleichungen sepa- 
riert, die eine vom Typus der gewöhnlichen symmetrischen Rotatorgleichung, die 
andere vom Mathieuschen Typus. Es wird eine Quantenbedingung abgeleitet, deren 
Erfüllung allgemeine nichtperiodische Lösungen der Mathieugleichung verlangt. 
Der Übergang von Fall Z = 0 in den Fall Z= oo wird qualitativ diskutiert und die 
Auswahlregeln für diese Grenzfälle untersucht. O. Klein (Stockholm). 
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Gibbs, R. C.: Line speetra of the elements. I. Early observations and systems 
of elassifieation. Bibliography I. Papers published during 1920—1931. Rev. Modern 
Physics 4, 278—470 (1932). 

Der Artikel gibt zunächst eine Darstellung der Serienformeln, die zur Ordnung der 
Spektrallinien und Spektralterme verwendet werden. Dann folgt ein kurzer Abschnitt 
über die Bohrsche Theorie von H und He*. Den Schluß bildet eine Zusammenstellung 
aller Arbeiten, die über die Struktur der Spektren in der Zeit von 1920—1931 er- 
schienen sind. Bechert (München). 


Sambursky, S.: Zum Intensitätsabfall in verbotenen Serien. (Physik. Inst., Unw. 
Jerusalem.) Z. Physik 76, 132—134 (1932). 


Nach Bartels [Z. Physik 73, 203, (1931)] bekommt man im Vakuumbogen bei 
größeren Stromstärken die nach der gewöhnlichen Auswahlregel verbotene Serie 
22P— m?P des Na. Dabei zeigt sich, daß die Linienintensität in dieser Serie lang- 
samer abnimmt als in der „normalen“ Serie 2?P— m?D. Bei einigen Linien von 
22P — m? P nimmt sogar die Intensität mit wachsendem m zu. Dies anomale Verhal- 
ten läßt sich wellenmechanisch erklären, wenn man annimmt, daß das Auftreten der 
Serie 22?P— m?P durch elektrische Felder erzwungen wird (erzwungene Dipol- 
strahlung). Bechert (München). 


Zahn, (. T.: Berechnung der Dipolmomente von Molekülen mit mehreren Achsen 
freier Drehbarkeit. Physik. Z. 33, 400—405 (1932). 


Bei Molekülen mit nicht fest fixierter relativer Atomanordnung ist für die Tem- 
peraturabhängigkeit der Molekularpolarisation das zeitlich gemittelte Quadrat des 
Dipolmomentes maßgebend. Es wird eine einfache Methode angegeben, um allgemein 
diese Größe zu berechnen unter folgenden Annahmen: 1. daß jeder Atombindung 
X—-Y ein bestimmtes Moment in Richtung X— Y zukomme; 2. daß die Beweglichkeit der 
Atome im Molekül darin bestehe, daß um gewisse Achsen bei Festhaltung der Valenz- 
winkel völlige freie Drehbarkeit vorhanden ist (d.h. daß allen Drehwinkeln gleiches 
statistisches Gewicht zukommt). Die Methode beruht darauf, daß das Moment einer 
Bindung X—Y in eine Komponente senkrecht und eine parallel zur Drehachse zerlegt, 
und die Vektorrechnung angewendet wird. Die der Berechnung zugrunde liegenden 
Voraussetzungen, insbesondere die der freien Drehbarkeit treffen zwar nicht zu, die 
Abweichungen des beobachteten mittleren Quadrats des Dipolmoments vom berech- 
neten Wert lassen aber Schlüsse darauf zu, wie weit die wirklichen Verhältnisse von den 
der Berechnung zugrunde gelegten idealisierten Annahmen abweichen. Experimentelles 
Material wird nicht diskutiert. E. Hückel (Stuttgart). 


Harper, W. R.: On the theory of the recombination of ions in gases at high pressures. 
Proc. Cambridge Philos. Soc. 28, 219—233 (1932). 


Es wird vorausgesetzt, daß die Rekombinationsgeschwindigkeit von Gasionen 
durch die elektrostatische Anziehung und die Wärmebewegung bestimmt wird. Zur 
Berechnung der Rekombinationsgeschwindigkeit werden Annahmen gemacht, deren 
Gültigkeit in Gasen hohen Druckes — bei kleiner freier Weglänge — plausibel ist. 
Die Annäherung der Ionen wird hauptsächlich als Folge der Wärmebewegung ange- 
sehen. Demgemäß wird zuerst die Annäherung der Ionen infolge ihrer Diffusion bei 
Abwesenheit anderer Kräfte berechnet und das so erhaltene Resultat durch Über- 
lagerung einer der elektrischen Kraft proportionalen Geschwindigkeit korrigiert; die 
hierbei auftretenden Proportionalitätsfaktoren k, und k,, die Ionenwanderungsge- 
schwindigkeiten, werden später durch ihren Zusammenhang mit den Diffusionskoeffi- 
zienten eliminiert. Man erhält die ‚„Stoßzahl‘ der Ionen, d.h. die Anzahl von Ionen- 
paaren, die in der Zeiteinheit einander bis zum Abstand r nahekommen, als Funktion 
von r und r,; dabei ist r, der Abstand, in welchem die radiale mittlere Geschwindigkeit 
der Wärmebewegung gleich der Wanderungsgeschwindigkeit im Felde der Ionenladung 
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eist. Und zwar ist r, eine Funktion der beiden Diffusionskoeffizienten D,, D, und 
Ionenwanderungsgeschwindigkeiten k,, kg: 

ktk,  6,1:10-8.273 

DIDI TITTEN Re 

worin T die absolute Temperatur bedeutet. Die Rekombinationswahrscheinlichkeit & 
ist gleich der „Stoßzahl“ für r = r;: 


-3 
%“=nr(D, + DJ + log Ze, 


worin n die Zahl der Ionenpaare pro Kubikzentimeter bedeutet; das Ergebnis ist mit 
der Erfahrung in Einklang. Eisenschitz (Berlin). 

Kretsehmann, Erich: Beitrag zur Theorie des elektrischen Widerstandes und der 
Supraleitfähigkeit der Metalle. Ann. Physik, V. F. 13, 564—598 (1932). 

Es wird angenommen, daß in Metallen sowohl gebundene als auch freie Elektronen 
vorhanden sind. Infolge der Wärmeenergie können Elektronen aus den gebundenen 
Zuständen entfernt werden, so daß dort Plätze frei werden. Die freien Elektronen 
bewegen sich im allgemeinen verlustfrei. Nur bei einem Zurückfallen in einen gebun- 
denen Platz geben sie ihre kinetische Energie ab, und dieser Prozeß allein soll für den 
elektrischen Widerstand verantwortlich sein. Die Supraleitung soll dann dadurch 
zustande kommen, daß unterhalb einer bestimmten Temperatur ein solcher Austausch 
nicht mehr stattfindet. Es wird versucht, eine größere Reihe von Erscheinungen durch 
dieses Bild zu erklären. Die speziellen Annahmen über die Übergangswahrscheinlich- 
keiten stehen jedoch im Widerspruch zu den üblichen Ansätzen der statistischen 
Mechanik. Nordheim (Göttingen). 


Evjen, H. M.: On the stability of certain heteropolar erystals. (California Inst. of 
Technol., Pasadena.) Physic. Rev., II.s. 39, 675—687 (1932). 

Zunächst wird gezeigt, daß das Potential einer Elementarzelle eines NaCl-Kristalls 
auf einen entfernten Gitterpunkt wie 1/r? abfällt (beim CsCl- und ZnS-Typ wie 1/r, 
jedoch nach Mittelung über alle Elementarzellen, die in verschiedenen Richtungen 
aber gleicher Entfernung vom Aufpunkt liegen, ebenfalls wie 1/r”). Die rasche Konver- 
genz ermöglicht eine neue Methode der Berechnung von Gitterpotentialen durch 
einfache Summation der Beiträge der einzelnen Elementarzellen zum Potential im 
Aufpunkt. (Die Madelungsche und Ewaldsche Methode erscheinen dem Ref. aber 

2 02 

doch sehr viel bequemer.) Setzt man nun als Potential zwischen je zwei Ionen — = + 32 
(Coulomb-Kraft plus Bornsche Abstoßung), so ergibt sich eine Instabilität des NaCl- 
und OsCl-Typus gegenüber Dehnungen in der Würfeldiagonalen, sobald der Bornsche 
Exponent 9 kleiner als etwa 6 wird. (Das hat aber physikalisch keine Bedeutung, 
weil die Form Ar"? bekanntlich nur für die Bornsche Abstoßung benachbarter Ionen 
näherungsweise gilt, während die Abstoßungskräfte entfernterer Ionen, auf denen die 
Instabilität bei Evjen offenbar beruht, praktisch verschwinden. Vgl. eine kürzlich 
erschienene Arbeit von Born (vgl. dies. Zbl. 4, 94), wo das wellenmechanisch begründete 
Abstoßungsgesetz Ae-*" eingeführt ist. D. Ref.) Bethe (München). 
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Astronomie und Astrophysik. 


Banachiewiez, T.: Caleul arithmomötrique d’une orbite parabolique d’apr&s deux 
lieux heliocentriques. Acta Astron. c. 2, 37—39 (1932). 


Haas, Arthur: Zur Deutung der Rotverschiebung der Spiralnebel. Naturwiss. 
1932, 316. 

Die proportional der Entfernung wachsende Rotverschiebung der Spektrallinien 
außergalaktischer Nebel wird gedeutet als Folge einer säkularen Beschleunigung des 
Universums, so daß das Licht ferner Nebel Kunde gibt von dem früher langsameren 
Tempo der Welt. Heckmann (Göttingen). 
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Wilkens, A.: Untersuchungen zur Theorie der Jupitergruppe. (Stiernw., München.) 
Astron. Nachr. 245, 229—264 (1932). 

Die in den 8.-B. Heidelberg. Akad. Wiss. 16 (1918) mitgeteilte Theorie der kleinen 
Planeten der Jupitergruppe (Bahnen in der Nähe der beiden Lagrangeschen Dreiecks- 
punkte des Systems Sonne—Jupiter) wird auf einer breiteren Basis neu aufgebaut. 
Charakteristische Winkelvariable ist wie früher die mittlere Länge X, gezählt von der 
Richtung nach dem Dreieckspunkt. Bei Vernachlässigung der kurzperiodischen Terme 
und der Veränderlichkeit der Bahnelemente, soweit diese in den rechten Seiten der 
Störungsgleichungen auftreten, ergibt sich für X die Gleichung 


d2Kjdi?= }(K). 


Ebene Kreisbahnen vorausgesetzt, wird der Konvergenzradius für die Entwicklung der 
Funktion f nach Potenzen von K festgestellt. X führt eine asymmetrische Libration 
um den Lagrangeschen Dreieckspunkt aus, nach Jupiter hin beträgt die Maximal- 
amplitude 36,1°, von Jupiter weg bis zu 120°. Die mittlere tägliche Bewegung schwankt 
in diesem Extremfalle zwischen 276” und 321” (Jupiterbewegung zu 299’’ angenommen). 
Die Berücksichtigung der Exzentrizitäten und der Neigung modifiziert die zahlen- 
mäßigen Ergebnisse erheblich. Bei der praktischen Durchführung der Rechnung 
wird f nach Potenzen von K entwickelt. In den bisher bekannt gewordenen Fällen 
genügt die Berücksichtigung von K. Die Variable X läßt sich dann durch elliptische 
Funktionen darstellen. Die Bildung des elliptischen Normalintegrals und der Über- 
gang zu elliptischen Funktionen wird ausführlich dargelegt und an dem Beispiel des 
Planeten 911 Agamemnon (große Bahnneigung von 22°) veranschaulicht. Nachdem 
K bekannt ist, werden in zweiter Näherung die säkularen und die langperiodischen 
Störungen der übrigen Bahnelemente bestimmt und diskutiert. Besonders zu beachten 
ist, daß bei 7 von den 9 bekannten Planeten der Jupitergruppe die Apsidenlinien so 
liegen, daß die fortschreitenden Störungen der Exzentrizität besonders klein werden. 
S. 252 wird ein Fehler der Heidelberger Abhandlung richtiggestellt. In dem letzten 
Abschnitt wird die Abhängigkeit der Librationsvariablen X von den Exzentrizitäten 
und von der Bahnneigung durch Potenzreihen explizit dargestellt. Klose (Berlin). 

Wilkens, A.: Über eine allgemeine Methode der speziellen Störungstheorie mit beson- 
derer Berücksichtigung der Jupitergruppe. (Sternw., München.) 8.-B. Bayer. Akad. 
Wiss. H. 1, 1—22 (1932). 

Die Berechnung rechtwinkliger Planetenstörungen durch mechanische Integration 
aus 3 Gleichungen der Form d?x/dti? = X (x,,y,2) wird um so bequemer und sicherer, 
je niedriger die Ordnung der Differenzen ist, die mitgenommen werden muß. Bei den 
kleinen Planeten der Jupitergruppe (Bahnen in der Nähe eines Lagrangeschen Dreiecks- 
punktes) gelingt es durch eine geeignete Transformation, die Störungsbeschleunigungen 
praktisch konstant zu machen: Die Zentralmasse wird gleich der Gesamtmasse des 
Systems gewählt und die Störungsgleichungen werden auf ein mit der mittleren Be- 
wegung Jupiters rotierendes Koordinatensystem transformiert. Die durch die Rotation 
erzeugten Kraftkomponenten sind klein gegen die Komponenten der Attraktionskraft 
und diese selbst sind um so genauer konstant, je geringer die Abweichungen von einer 
Lagrangeschen Dreieckslösung sind. Bei den übrigen kleinen Planeten gelingt diese 
für sehr lange Zeiten gültige Reduktion nicht. Wohl aber kann für eine beschränkte 
Zeit ein Koordinatensystem angegeben werden, dessen Rotation aus der Bedingung 
bestimmt wird, daß in dem Differenzenschema wesentlich nur eine der drei Kraft- 
komponenten zu berücksichtigen und damit auch nur eine Differentialgleichung zu 
integrieren ist. A. Klose (Berlin). 

Lindblad, Bertil: The rotation of the galaxy. (Observ., Stockholm.) Scientia 51, 
325—334 (1932). 

Zusammenfassender Bericht über die dynamisch-statistischen Theorien, die die 
Abhängigkeit der mittleren Radialgeschwindigkeit und Eigenbewegung der Sterne 
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von der galaktischen Länge sowie die sog. Asymmetrie der Sterngeschwindigkeiten 
deuten sollen. Die eigenen Untersuchungen des Verf. sind besonders berücksichtigt. 
: Heckmann (Göttingen). 
Milne, E. A., and $. Chandrasekhar: Ionization in stellar atmospheres. Pt. II. 
Monthly Not. Roy. Astron. Soc. 92, 150—186 (1932). . 
This is a sequel to two earlier papers by Milne [Monthly Not. Roy. Astron. Soc. 
89, 17, 157 (1928)]. The essential advance is the use of an absorption coefficient derived 
by purely physical theory by Chandrasekhar [Proc. Roy. Soc. A, 135, 472 (1932); 
this Zbl. 4, 192]. This is employed in section I to revise the solutions of Milne’s five 
“problems” fortthegeneralised ionisation formulae, line-maxima, and absolute magnitude 
effects. In section II a discussion is first given of two-constituent atmospheres, with 
both types of atom in the first stage of ionisation, and both contributing to the general 
opacity. It is shown that the lines of the neutral atom of one type should show a positive 
or negative absolute magnitude effect according as its ionisation potential is greater 
than or less than that of the other type of atom, independently of the abundance 
factors. Next the problem of a given type of atom, in the first stage of ionisation, in 
the presence of neutral atoms is discussed. This is of interest as a theoretical case in 
which there is no “null effect”’ on the high temperature side of the line maximum. 
A preliminary study is then given of three-constituent atmospheres, and reasons are 
advanced to show the fundamental importance of this problem. It is shown how 
a type of atom whose ionisation potential lies between those of the other types present 
may, under certain conditions, show a negative absolute magnitude effect. Section III 
treats the applicability of the work to actual stars, and gives numerical results. Values 
are given, for different temperatures, for the number N of atoms capable of absorbing 
the Balmer lines and for the number N, of protons down to optical depth 0,613 in a 
pure hydrogen atmosphere. Here Ni is independent of surface gravity g, and possesses 
a minimum at a certain temperature, while N, oo g-!/2. A helium atmosphere is also 
studied. The theory suggests on explanation of the negative absolute magnitude 
effect observed for hydrogen lines in AOstars. Numerical applications to the maxima 
of line intensities lead to the general conclusion that the new formula for the absorption 
coefficient fits in satisfactorily with the observed facts. A final note gives the small 
modifications required to bring the work into agreement with a slightly different 
formula for the absorption coefficient given by Suguira (Sci. Pap. Inst. Phys. Chem, 
Res. 17; this Zbl. 3, 184.) W. H. McCrea (Edinburgh). 
Rosseland, Svein: A note on stellar structure. Z. Astrophys. 4, 255—264 (1932). 
Es werden ideal gasförmige Sternmodelle betrachtet, für die das Gesetz der Energie- 
erzeugung &= &,0"T” und der Absorptionskoeffizient x = x,0’T "2. Setzt man 


0.== 050% = lT, u 18 


so nehmen die fundamentalen Differentialgleichungen die Form an 


A) »+1 BE, ” 
em B, = [1 o"t!22da 
0 
do M, oP+! E, F 
7. = Aa t.(e F u?) EEE M,=[od°da 
ö 


Beiir=o=1 für = 0 ergibt sich eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit von Lö- 
sungskurven entsprechend den Parametern A und u, die durch 7, und o, bestimmt 
werden. Eine weitere Einschränkung durch die Bedingung, daß der Druck an der 
Oberfläche (T = 0) verschwindet, bestimmt A als Funktion von u: 


1 
f le 
I a Ge 772 
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Ein kleineres A, d.h. endlicher Druck an der Oberfläche, würde Unendlichwerden der 
Dichte bei Annäherung an die Oberfläche bewirken. Ferner läßt sich der Parameter u 
durch die Gesamtmasse des Sternes ausdrücken, wobei dann weiter die Leuchtkraft- 
Masse-Beziehung abgeleitet werden kann. — Numerisch integriert wird der Fall 
m=p=q=0,n=3 für den Parameter u = 10. Für A, ergibt sich der Wert 9,9, 
für die Gesamtmasse 10,57 Sonnenmassen; die Verhältnisse im Inneren sind ganz 
ähnlich wie beim Eddingtonschen Modell. — Zum Schluß wird noch auf die inneren 
Konvektionsströme hingewiesen, die nicht nur bei punktförmiger Energiequelle auf- 
treten, sondern auch schon möglich sind, wenn die Energieerzeugung mit einer mäßigen 
Potenz der Temperatur wächst; es könnte also sein, daß alle Sterne einen konvektiv 
instabilen Kern haben. Siedentopf (Jena). 

Krat, W.: Zum Strahlungsgleichgewicht der Sternatmosphären. Astron. Nachr. 
245, 313—318 (1932). 

Das Strahlungsgleichgewicht in den äußeren Schichten eines Sternes wird unter 
der Annahme untersucht, daß der Absorptionskoeffizient eine lineare Funktion der 


Wellenlänge ist: K=K,(l+ PA). 
Dann ergibt sich an Stelle der Milneschen Integralgleichung 


ati — s[meils —1ldt 
die Integralgleichung N) 


8-3 /BEils—td= —T}+[T3Bi|ls — t|dt — [ Tier ’-!\dt, 
[) 0 0 


wobei e 


(a und b Konstanten, T= T,+ $T,, T, Temperatur des grauen Körpers B = 0). 
Die Lösung muß durch sukzessive Approximationen gefunden werden. — Ferner wird 
das Randverdunklungsgesetz für die obige Absorptionsformel abgeleitet. Es ergibt 
sich (x Winkelabstand vom Zentrum der Scheibe) 

AJ(&) 


Kay Jaja) (1 + 3 cos + Fa) 
4J(&) = BbK,[y(® + 2T}) — y(Titseca)], 


wobei 
y(&) = ne time: seca.dt. 
0 
Bei der Sonne und den Bedeckungsveränderlichen X Trianguli und RT Persei zeigt: 
die Beobachtung A0(«) negativ, woraus zu schließen ist, daß 8 > 0; der Absorptions- 
koeffizient wächst also mit der Wellenlänge. Siedentopf (Jena). 

Gerasimovit, B. P.: Rayleighsche Streuung und anomale Sterntemperaturen. 
Z. Astrophys. 4, 265—281 (1932). 

The author conducts a critical study of the suggestion that anomalous temperatures 
of B type stars are due to Rayleigh scattering, proportional to A-4. Using Laden- 
burg’s dispersional formula, the author finds that of the Rayleigh scattering takes 
place in an atmosphere connected with the star, this atmosphere (supposed to be of 
hydrogen) must have a mass >80 kg per square cm. of the stellar surface. This is 
80 times the mass of the earth’s atmosphere, per sq. cm, and 1012 that of the chromo- 
sphere. Moreover, owing to the high ionisation, the scattering by free electrons, inde- 
pendent of A, is very much greater (270 times greater). The anomaly can be explained 
by the presence of local clouds of cosmic dust, the particles of which are attracted by 
gravitation and describe Keplerian ellipses. This cloud scatters according to the law 
A-1. Several indirect arguments agree in tending to discredit this hypothesis, and it is 
likely that the cause of the anomaly is situated in the star’s photosphere. Woolley. 


